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2/45今回の目標

今日の目標

高次元の物体をベクトルや行列を使って取り扱えるよう

になる

• 線形部分空間，アフィン部分空間，超平面，半空間
• 球面，球体
• 凸集合

高次元の物体を扱うとき，線形代数が重要な役割を果たす

(微分・積分も重要だが，この授業では扱わない)



3/45目次

1. 復習：線形部分空間とその次元

2. アフィン部分空間，超平面と半空間

3. 球体，球面

4. 凸集合



4/45点

Rd の点は実ベクトル (列ベクトル)として表す

x =


x1
x2
...
xd

 ∈ Rd

x1x2

x3

21
4



d = 3のとき

44
1





5/45線形部分空間

実行列 A ∈ Rm×d

定義 (または性質)：線形部分空間
次は Rd の線形部分空間

{x ∈ Rd | Ax = 0}

Rd の線形部分空間は必ずこの形式で書ける

これは，Aの零空間や Aの核と呼ばれる

(N(A)) (ker(A))

つまり，N(A) = ker(A) = {x ∈ Rd | Ax = 0}

このとき，N(A)の次元は d− rank(A)で定まる



5/45線形部分空間

実行列 A ∈ Rm×d

定義 (または性質)：線形部分空間
次は Rd の線形部分空間

{x ∈ Rd | Ax = 0}

Rd の線形部分空間は必ずこの形式で書ける

A =
[
2 −1 1
1 0 −2

]
のとき

Ax = 0 ⇔
{

2x1 − x2 + x3 = 0
x1 − 2x3 = 0



6/45線形部分空間：例 1

A =
[
2 −1 1
1 0 −2

]
のとき

Ax = 0 ⇔
{

2x1 − x2 + x3 = 0
x1 − 2x3 = 0

⇔
{

x1 − 2x3 = 0
x2 − 5x3 = 0

行基本変形



6/45線形部分空間：例 1

A =
[
2 −1 1
1 0 −2

]
のとき

Ax = 0 ⇔
{

2x1 − x2 + x3 = 0
x1 − 2x3 = 0

⇔
{

x1 − 2x3 = 0
x2 − 5x3 = 0

行基本変形

rank(A) = 2
; ∴ dim(N(A)) = d− rank(A)

= 1



7/45線形部分空間：例 1 (続)

A =
[
2 −1 1
1 0 −2

]
のとき

Ax = 0 ⇔
{

x1 − 2x3 = 0
x2 − 5x3 = 0

dim(N(A)) = 1

N(A) =


2t5t
t

 ∣∣∣∣∣∣ t ∈ R


原点を通る直線

注意：線形部分空間は必ず原点を通る

25
1

はN(A)の基底

注：検算



8/45線形部分空間：例 2

A =

1 2 3 0 1
1 0 −1 2 4
0 2 4 −2 −3

のとき
Ax = 0 ⇔

 x1 + 2x2 + 3x3 + x5 = 0
x1 − x3 + 2x4 + 4x5 = 0
2x2 + 4x3 − 2x4 − 3x5 = 0

⇔
{

x1 − x3 + 2x4 + 4x5 = 0
x2 + 2x3 − x4 − 3

2x5 = 0

行基本変形

rank(A) = 2
; ∴ dim(N(A)) = d− rank(A)

= 3



9/45線形部分空間：例 2 (続)

Ax = 0 ⇔
{

x1 − x3 + 2x4 + 4x5 = 0
x2 + 2x3 − x4 − 3

2x5 = 0

A =

1 2 3 0 1
1 0 −1 2 4
0 2 4 −2 −3

のとき

dim(N(A)) = 3

N(A) =




s− 2t− 4u
−2s+ t+ 3

2u
s
t
u


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s, t, u ∈ R





10/45線形部分空間：例 2 (続 2)

N(A) =




s− 2t− 4u
−2s+ t+ 3

2u
s
t
u


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s, t, u ∈ R





1
−2
1
0
0

 ,


−2
1
0
1
0

 ,


−4
3/2
0
0
1


はN(A)の基底

注：検算

A =

1 2 3 0 1
1 0 −1 2 4
0 2 4 −2 −3





11/45線形部分空間：d = 3の場合
次元

0

1

2

3

原点 (だけから成る集合)

原点を通る直線

原点を通る平面

全体空間 R3



12/45法線ベクトル

a ∈ Rd − {0}に対して，次は次元 d− 1の線形部分空間

H = {x ∈ Rd | aTx = 0}

a

H

x

aを H の法線ベクトルと呼ぶ



13/45線形包

ベクトルの集合 V = {v1,v2, . . . ,vm} ⊆ Rd

定義：線形包

V の線形包とは，次の集合

lin(V ) =
{

m∑
i=1

λivi

∣∣∣∣∣λi ∈ R, i ∈ {1, 2, . . . ,m}
}

V の張る線形部分空間とも言う

重要な性質：線形包は線形部分空間

(例えば，N(A)の基底を V とすればよい)

つまり，V の線形包は V のベクトルの線形結合全体の集合



14/45線形包：有限集合ではない場合

ベクトルの集合 V ⊆ Rd

定義：線形包

V の線形包とは，次の集合

lin(V ) =
{

d∑
i=1

λivi

∣∣∣∣∣vi ∈ V, λi ∈ R, i ∈ {1, 2, . . . , d}
}

V の張る線形部分空間とも言う



15/45目次

1. 復習：線形部分空間とその次元

2. アフィン部分空間，超平面と半空間

3. 球体，球面

4. 凸集合



16/45アフィン部分空間

定義：アフィン部分空間

Rd のアフィン部分空間とは次のように書ける集合

{x ∈ Rd | Ax = b}

ここで，A ∈ Rm×d，b ∈ Rm，mは正整数である

A =
[
2 −1 1
1 0 −2

]
, b =

[
2
−1

]
のとき

Ax = b ⇔
{

2x1 − x2 + x3 = 2
x1 − 2x3 = −1



17/45アフィン部分空間：例

Ax = b ⇔
{

2x1 − x2 + x3 = 2
x1 − 2x3 = −1

行基本変形

[
2 −1 1 2
1 0 −2 −1

]
行基本変形[

1 0 −2 −1
0 1 −5 −4

]
⇔
{

x1 − 2x3 = −1
x2 − 5x3 = −4



18/45アフィン部分空間：例 (続)

Ax = b ⇔
{

x1 − 2x3 = −1
x2 − 5x3 = −4

⇔ ∃ t ∈ R :

x1
x2
x3

 =

−1
−4
0

+ t

25
1



このアフィン部分空間の次元 = 1



18/45アフィン部分空間：例 (続)

Ax = b ⇔
{

x1 − 2x3 = −1
x2 − 5x3 = −4

⇔ ∃ t ∈ R :

x1
x2
x3

 =

−1
−4
0

+ t

25
1



このアフィン部分空間の次元 = 1

平行移動を表すベクトル N(A)の基底

注：検算



19/45アフィン部分空間と線形部分空間

性質：アフィン部分空間は線形部分空間の平行移動

非空なアフィン部分空間は

ある線形部分空間を平行移動させたもの

証明：Ax = bの解の 1つを zとすると

Ax = bを満たす任意の xに対して，

Ax = Az ∴ A(x− z) = 0

Ax = b

z

Ax = b

z

Ax = 0



20/45アフィン部分空間：注意

定義：アフィン部分空間 (再掲)
Rd のアフィン部分空間とは次のように書ける集合

{x ∈ Rd | Ax = b}

ここで，A ∈ Rm×d，b ∈ Rm，mは正整数である

注意：A, bによっては，Ax = bを満たす xが存在しないかも

性質：Ax = bを満たす xが存在⇔ rank(A) = rank([A b])

補足：つまり，空集合 ∅も Rd のアフィン部分空間



21/45アフィン部分空間：d = 3の場合
次元

0

1

2

3

1つの点 (だけから成る集合)

直線

平面

全体空間 R3



22/45アフィン部分空間の埋め込み

x1

x2

x1

x2
x3

x1 + x2 = 2

x1 + x2 − 2x3 = 0

x3 = 1

x ∈ Rd に対して

Ax = b ⇔ [A − b]
[
x
1

]
= 0

⇔ [A − b]
[

x
xd+1

]
= 0, xd+1 = 1



23/45アフィン結合

点 p1,p2, . . . ,pm ∈ Rd

定義：アフィン結合

p1,p2, . . . ,pm のアフィン結合とは，

線形結合

m∑
i=1

λipi で，

m∑
i=1

λi = 1を満たすもののこと

⇔
[
x
1

]
∈ Rd+1 が

[
p1
1

]
, . . . ,

[
pm

1

]
の線形結合

性質：x ∈ Rd が p1, . . . ,pm のアフィン結合



23/45アフィン結合

点 p1,p2, . . . ,pm ∈ Rd

定義：アフィン結合

p1,p2, . . . ,pm のアフィン結合とは，

線形結合

m∑
i=1

λipi で，

m∑
i=1

λi = 1を満たすもののこと

⇔
[
x
1

]
∈ Rd+1 が

[
p1
1

]
, . . . ,

[
pm

1

]
の線形結合

性質：x ∈ Rd が p1, . . . ,pm のアフィン結合

例：d = 2のとき
p1

p2



24/45アフィン包

点の集合 P = {p1,p2, . . . ,pm} ⊆ Rd

定義：アフィン包

P のアフィン包とは，次の集合

aff(P ) =


m∑
i=1

λipi

∣∣∣∣∣∣∣
λi ∈ R, i ∈ {1, 2, . . . ,m},
m∑
i=1

λi = 1


P の張るアフィン部分空間とも言う

重要な性質：アフィン包はアフィン部分空間

直感：アフィン包はアフィン結合全体の集合



25/45アフィン包：例

P = {p1,p2,p3,p4}のアフィン包を {x | Ax = b}の形で表せ

p1 =

22
3

 ,p2 =

−1
0
2

 ,p3 =

 5
1
−2

 ,p4 =

21
1

のとき，



25/45アフィン包：例

P = {p1,p2,p3,p4}のアフィン包を {x | Ax = b}の形で表せ

p1 =

22
3

 ,p2 =

−1
0
2

 ,p3 =

 5
1
−2

 ,p4 =

21
1

のとき，

x ∈ aff(P ) ⇔
[
x
1

]
∈ lin

({[
p1
1

]
,

[
p2
1

]
,

[
p3
1

]
,

[
p4
1

]})

∴ B =
[
p1 p2 p3 p4
1 1 1 1

]
として，rank(B)を知りたい

(1) aff(P )の次元を求める

= P ′



26/45アフィン包：例 (続)

B =


2 −1 5 2
2 0 1 1
3 2 −2 1
1 1 1 1

 行基本変形


1 0 0 1

3
0 1 0 1

3
0 0 1 1

3
0 0 0 0


∴ rank(B) = 3
∴ dim lin(P ′) = 3

特に，

[
p1
1

]
,

[
p2
1

]
,

[
p3
1

]
が線形独立

∴ dim aff(P ) = 2



26/45アフィン包：例 (続)

B =


2 −1 5 2
2 0 1 1
3 2 −2 1
1 1 1 1

 行基本変形


1 0 0 1

3
0 1 0 1

3
0 0 1 1

3
0 0 0 0


∴ rank(B) = 3
∴ dim lin(P ′) = 3

特に，

[
p1
1

]
,

[
p2
1

]
,

[
p3
1

]
が線形独立

aff(P ) = {x | Ax = b}であるためには，

rank(A) = d− dim aff(P ) = 1でないといけない

∴ dim aff(P ) = 2



27/45アフィン包：例 (続 2)

(2) A, bを求める

A =
[
a1 a2 a3

]
, b = bとしてよい

p1,p2,p3 はアフィン包の点なので，[
a1 a2 a3

] 2 −1 5
2 0 1
3 2 −2

 =
[
b b b

]

∴
[
a1 a2 a3 −b

] 
2 −1 5
2 0 1
3 2 −2
1 1 1

 =
[
0 0 0

]

rankA = 1なので，



28/45アフィン包：例 (続 3)

[
a1 a2 a3 −b

] 
2 −1 5
2 0 1
3 2 −2
1 1 1

 =
[
0 0 0

]

[
a1 a2 a3 −b

] 
1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 −2 1

 =
[
0 0 0

]
列基本変形

∴ aff(P ) = {x ∈ R3 | x1 − 2x2 + x3 = 1} 注：検算



29/45アフィン包：有限集合でない場合

点の集合 P ⊆ Rd

定義：アフィン包

P のアフィン包とは，次の集合

aff(P ) =


d+1∑
i=1

λipi

∣∣∣∣∣∣∣
pi ∈ P, λi ∈ R, i ∈ {1, . . . , d+ 1},
d+1∑
i=1

λi = 1





30/45超平面

定義：超平面

X ⊆ Rd が超平面であるとは次で書ける集合のこと

X = {x ∈ Rd | aTx = b}
ここで，a ∈ Rd − {0}，b ∈ R

つまり，次元 d− 1のアフィン部分空間

例：x1 + x2 + x3 = 7



31/45半空間

超平面X = {x ∈ Rd | aTx = b}に対して

• {x ∈ Rd | aTx ≤ b}は X が定める閉半空間

• {x ∈ Rd | aTx < b}は X が定める開半空間

例：x1 + x2 + x3 ≤ 7



32/45目次

1. 復習：線形部分空間とその次元

2. アフィン部分空間，超平面と半空間

3. 球体，球面

4. 凸集合



33/45球体と球面

点 c ∈ Rd，正の実数 r > 0

• cを中心とする半径 rの d次元球体とは，次の集合x ∈ Rd

∣∣∣∣∣∣
√√√√ d∑

i=1
(xi − ci)2 ≤ r


• cを中心とする半径 rの d− 1次元球面とは，次の集合x ∈ Rd

∣∣∣∣∣∣
√√√√ d∑

i=1
(xi − ci)2 = r





34/45開集合と閉集合

定義：開集合と閉集合

集合X ⊆ Rd が

• Rdの開集合であるとは，任意の点 x ∈ X に対して，
xを中心とする d次元開球体 B で，
B ⊆ X を満たすものが存在すること

• Rd の閉集合であるとは，

補集合 Rd −X が開集合であること

• c ∈ Rd を中心とする半径 r > 0の d次元開球体とは，
次の集合x ∈ Rd

∣∣∣∣∣∣
√√√√ d∑

i=1
(xi − ci)2 < r





35/45内部と境界

定義：内点，内部

集合X ⊆ Rd に対して，

• 点 x ∈ X が X の内点であるとは，
xを中心とする d次元開球体 B で
B ⊆ X を満たすものが存在すること

• X の内部とは，X の内点全体の集合のこと

閉集合の境界とは，その内点ではない点全体の集合

閉集合

=

境界内部

∪



36/45相対的内部

定義：相対的内点，相対的内部

集合X ⊆ Rd に対して，

• 点 x ∈ X が X の相対的内点であるとは，
xを中心とする d次元開球体 B で
B ∩ aff(X) ⊆ X を満たすものが存在すること

• X の相対的内部とは，X の相対的内点全体のこと

例：d = 2のとき

の相対的内部は
X



36/45相対的内部

定義：相対的内点，相対的内部

集合X ⊆ Rd に対して，

• 点 x ∈ X が X の相対的内点であるとは，
xを中心とする d次元開球体 B で
B ∩ aff(X) ⊆ X を満たすものが存在すること

• X の相対的内部とは，X の相対的内点全体のこと

例：d = 2のとき

の相対的内部は
X

aff(X)



37/45有界と非有界

有界な集合の例 非有界な集合の例

定義：有界性と非有界性

集合X ⊆ Rd が

• 有界であるとは，ある d次元球体 B が存在して，
X ⊆ B を満たすこと

• 非有界であるとは，有界ではないこと

有界閉集合をコンパクトであるということがある



38/45目次

1. 復習：線形部分空間とその次元

2. アフィン部分空間，超平面と半空間

3. 球体，球面

4. 凸集合



39/45凸集合

X ⊆ Rd

定義：凸集合

X が凸集合であるとは，次を満たすこと
x1,x2 ∈ X , λ ∈ [0, 1] ⇒ λx1 + (1− λ)x2 ∈ X

直感：2点 ∈ X ⇒その 2点を結ぶ線分 ⊆ X

凸集合である 凸集合ではない

注：凹集合とは言わない



39/45凸集合

X ⊆ Rd

定義：凸集合

X が凸集合であるとは，次を満たすこと
x1,x2 ∈ X , λ ∈ [0, 1] ⇒ λx1 + (1− λ)x2 ∈ X

直感：2点 ∈ X ⇒その 2点を結ぶ線分 ⊆ X

凸集合である 凸集合ではない

注：凹集合とは言わない

x2
x1



39/45凸集合

X ⊆ Rd

定義：凸集合

X が凸集合であるとは，次を満たすこと
x1,x2 ∈ X , λ ∈ [0, 1] ⇒ λx1 + (1− λ)x2 ∈ X

直感：2点 ∈ X ⇒その 2点を結ぶ線分 ⊆ X

凸集合である 凸集合ではない

注：凹集合とは言わない

x2
x1



40/45凸集合の例：アフィン部分空間

性質：X = {x ∈ Rd | Ax = b}は凸集合

• x1,x2 ∈ X,λ ∈ [0, 1]とする

• 目標：λx1 + (1− λ)x2 ∈ X を示す

• A(λx1 + (1− λ)x2) = λAx1 + (1− λ)Ax2
= λb+ (1− λ)b = b

• ∴ λx1 + (1− λ)x2 ∈ X



41/45凸集合の例：半空間

性質：X = {x ∈ Rd | aTx ≤ b}は凸集合

• x1,x2 ∈ X,λ ∈ [0, 1]とする

• 目標：λx1 + (1− λ)x2 ∈ X を示す

• aT(λx1 + (1− λ)x2) = λaTx1 + (1− λ)aTx2
≤ λb+ (1− λ)b = b

• ∴ λx1 + (1− λ)x2 ∈ X



42/45凸集合の例：球体

性質：B =

x ∈ Rd

∣∣∣∣∣∣
√√√√ d∑

i=1
x2
i ≤ 1

は凸集合
• x1,x2 ∈ B，λ ∈ [0, 1]とする

•
d∑

i=1
(λx1,i + (1− λ)x2,i)2

=
d∑

i=1
(λ2x2

1,i + (1− λ)2x2
2,i + 2λ(1− λ)x1,ix2,i)

= λ2
d∑

i=1
x2
1,i + (1− λ)2

d∑
i=1

x2
2,i + 2λ(1− λ)

d∑
i=1

x1,ix2,i



42/45凸集合の例：球体

性質：B =

x ∈ Rd

∣∣∣∣∣∣
√√√√ d∑

i=1
x2
i ≤ 1

は凸集合
• x1,x2 ∈ B，λ ∈ [0, 1]とする

•
d∑

i=1
(λx1,i + (1− λ)x2,i)2

=
d∑

i=1
(λ2x2

1,i + (1− λ)2x2
2,i + 2λ(1− λ)x1,ix2,i)

= λ2
d∑

i=1
x2
1,i + (1− λ)2

d∑
i=1

x2
2,i + 2λ(1− λ)

d∑
i=1

x1,ix2,i

≤ 1 ≤ 1 ≤ 1
≤ λ2 + (1− λ)2 + 2λ(1− λ) = (λ+ (1− λ))2 = 1

• ∴ λx1 + (1− λ)x2 ∈ B



43/45コーシー・シュワルツの不等式

性質：コーシー・シュワルツの不等式

任意のベクトル x1,x2 ∈ Rd に対して(
d∑

i=1
x1,ix2,i

)2

≤
d∑

i=1
x2
1,i

d∑
i=1

x2
2,i

証明：演習問題

(ヒント：
d∑

i=1
(x1,it+ x2,i)2 を tに関する二次式だと見なし，

判別式を考えてみよ)



44/45凸集合の共通部分

X,Y ⊆ Rd

性質：凸集合の共通部分は凸集合

X,Y が凸集合⇒ X ∩ Y は凸集合

証明：演習問題

注意：X,Y が凸集合でも，X ∪ Y が凸集合とは限らない

Y

X



45/45今日のまとめ

今日の目標

高次元の物体をベクトルや行列を使って取り扱えるよう

になる

• 線形部分空間，アフィン部分空間，超平面，半空間
• 球面，球体
• 凸集合

高次元の物体を扱うとき，線形代数が重要な役割を果たす

(微分・積分も重要だが，この授業では扱わない)
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