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授業内問題 12.1 整数値確率変数 X,Y に対して，

H(X,Y ) = H(X | Y ) + H(Y )

が成り立つことを証明せよ．

復習問題 12.2 [ギブスの不等式] nを正整数とする．2n個
の正実数 x1, x2, . . . , xn と y1, y2, . . . , yn が

n∑
i=1

xi ≥
n∑

i=1

yi

を満たすとき，
n∑

i=1

xi log2 xi ≥
n∑

i=1

xi log2 yi

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：任意の実数 z に対し
て，1 + z ≤ ez が成り立つことを使うとよい．)

復習問題 12.3 確率変数 X が n 個の異なる値しか正の確
率で取らないとき，

H(X) ≤ log2 n

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 12.2の結果
を用いてもよい．)

復習問題 12.4 確率変数 X,Y が有限個の異なる値しか正
の確率で取らないとする．このとき，

H(X | Y ) ≤ H(X)

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 12.2の結果
を用いてもよい．)

復習問題 12.5 確率変数 X,Y が有限個の異なる値しか正
の確率で取らないとする．このとき，

H(X,Y ) ≤ H(X) + H(Y )

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 12.1と 12.4

の結果を用いてもよい．)

復習問題 12.6 確率変数 X,Y, Z が有限個の異なる値しか
正の確率で取らないとする．このとき，

2H(X,Y, Z) ≤ H(X,Y ) + H(X,Z) + H(Y, Z)

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 12.1と 12.4

の結果を用いてもよい．)

復習問題 12.7 nを正整数とする．集合 S1, S2, . . . , Sm ⊆
{1, 2, . . . , n}と各要素 i ∈ {1, 2, . . . , n}に対して，

pi =
1

m
|{j ∈ {1, 2, . . . ,m} | i ∈ Sj}|

とする．このとき，

log2 m ≤
n∑

i=1

H(pi)

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 12.11を用
いてよい．)

復習問題 12.8 任意の正整数 n と実数 p ∈ (0, 1/2] に対
して

⌊np⌋∑
i=0

(
n

i

)
≤ 2nH(p)

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 12.7 と
12.10を用いてもよい．)

復習問題 12.9 nを正整数とする．集合

A ⊆ {(x, y, z) | x, y, z ∈ {1, 2, . . . , n}}

に対して，

Ax = {(0, y, z) | (x, y, z) ∈ A},
Ay = {(x, 0, z) | (x, y, z) ∈ A},
Az = {(x, y, 0) | (x, y, z) ∈ A}

とする．このとき，

|A|2 ≤ |Ax| · |Ay| · |Az|

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 12.6を用い
てもよい．)

補足問題 12.10 二値エントロピー関数 H : (0, 1) → Rは

H(p) = p log2
1

p
+ (1− p) log2

1

1− p

で定義される．以下の問いに答えよ．

1.
d

dp
H(p) = log2

1− p

p
となることを示せ．

2.
d2

dp2
H(p) = − 1

p(1− p) ln 2
となることを示せ．

3. H(p)が 0 < p < 1/2において単調に増加し，p = 1/2

において最大値 1 を取り，1/2 < p < 1 において単
調に減少することを証明せよ．
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4. 関数 H(p) (0 < p < 1) のグラフの概形を描け．

補足問題 12.11 任意の正整数 n を考え，確率変数
X1, X2, . . . , Xn が有限個の異なる値しか正の確率で取らな
いとする．このとき，

H(X1, X2, . . . , Xn) ≤
n∑

i=1

H(Xi)

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：nに関する数学的帰
納法を試してみよ．演習問題 12.1 と 12.4 の結果を用いて
もよい．)

補足問題 (発展) 12.12 任意の正整数 nを考え，確率変数
X1, X2, . . . , Xn が有限個の異なる値しか正の確率で取らな
いとする．

1. 添字の集合 I ⊆ {1, 2, . . . , n} に対して，XI と書い
たら，Xi (i ∈ I) を並べた確率変数とする．つま
り，I = {i1, i2, . . . , ih}のとき，H(XI)と書いたら，
H(Xi1 , Xi2 , . . . , Xih)を表すとする．このとき，

H(XI) ≥
h∑

j=1

H(Xij | Xi1 , . . . , Xij−1
)

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 12.1

と 12.4の結果を用いてもよい．)

2. 添字の集合 I1, I2, . . . , Im ⊆ {1, 2, . . . , n} に対して，
各 i ∈ {1, 2, . . . , n} がこの中の k 個以上に含まれる
とする．このとき，

k · H(X1, X2, . . . , Xn) ≤
m∑
ℓ=1

H(XIℓ)

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：小問 1の結果
と演習問題 12.4を用いてみよ．)

追加問題 12.13 任意の整数値確率変数 X に対して，

H(X2 | X) = 0

が成り立つことを証明せよ．一方で，H(X | X2) ̸= 0とな
る X の例を 1つ与えよ．

追加問題 12.14 確率変数X,Y, Z が有限個の異なる値しか
正の確率で取らないとする．このとき，

H(X,Y, Z) + H(Y ) ≤ H(X,Y ) + H(X,Z)

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 12.1と 12.4

の結果を用いてもよい．)
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