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以下，第 n ベル数を Bn で表し，第 2 種スターリング数

を
{
n

k

}
で表す．

授業内問題 6.1 第 2種スターリング数について，次の等式
が成り立つことを組合せ的解釈に基づく方法で証明せよ．

1. 任意の整数 n ≥ 1に対して{
n

n− 1

}
=

(
n

2

)
.

2. 任意の整数 n ≥ 1に対して{
n
2

}
= 2n−1 − 1.

復習問題 6.2 任意の非負整数 n, k (ただし，k ≤ n) に対し
て，次が成り立つことを第 2 種スターリング数の組合せ的
解釈に基づいて証明せよ．

{
n
k

}
=



1 (n = k のとき),

0 (n > 0かつ
k = 0のとき),

k

{
n− 1

k

}
+

{
n− 1

k − 1

}
(その他のとき).

復習問題 6.3 任意の整数 n ≥ 0に対して，次が成り立つこ
とをベル数と二項係数の組合せ的解釈に基づいて証明せよ．

Bn =


1 (n = 0のとき),
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
Bk (その他のとき).

復習問題 6.4 ベル数の指数型母関数を B(x)とする．すな
わち，

B(x) =

∞∑
n=0

Bn

n!
xn

と定義する．

1.
d

dx
B(x) = exB(x) が成り立つことを証明せよ．(演

習問題 6.3の結果を用いてもよい．)

2. 微分方程式の初期値問題を解くことで，B(x) = ee
x−1

が成り立つことを証明せよ．
3. B(x) = ee

x−1 の級数展開から，

Bn =
1

e

∞∑
k=0

kn

k!

が成り立つことを導出せよ．

復習問題 6.5 任意の整数 n ≥ k ≥ 0に対して，{
n+ 1
k + 1

}
=

n∑
j=k

(
n

j

){
j
k

}
が成り立つことを組合せ的解釈に基づき証明せよ．

復習問題 6.6 任意の非負整数m,nに対して，

Bm+n =

n∑
k=0

m∑
j=0

{
m
j

}(
n

k

)
jn−kBk

が成り立つことを組合せ的解釈に基づき証明せよ．ただし，
00 = 1とする．

追加問題 6.7 任意の非負整数 n, kに対して，次の等式が成
り立つことを組合せ的解釈に基づいて証明せよ．{

n+ k + 1
k

}
=

k∑
j=0

j

{
n+ j
j

}
.

追加問題 6.8 m ≥ n を満たす任意の正整数 m,n に対し
て，次の等式が成り立つことを組合せ的解釈に基づいて証
明せよ．

mn =

n∑
k=0

{
n
k

}
m!

(m− k)!

(ヒント： m!
(m−k)! = k!

(
m
k

)であることに着目せよ．)
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