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授業内問題 3.1 数列 {qn}n≥0 が次の漸化式を満たすと
する．

qn

{
= 1 (n = 0, 1 のとき)

≤ q⌊2n/9⌋ + q⌊5n/9⌋ + 8n (n ≥ 2 のとき).

このとき，qn = O(n)が成り立つことを証明せよ．

復習問題 3.2 次の漸化式を考える．

an =


1 (n = 1 のとき)

2 (n = 2 のとき)

an−1 + an−2 (n ≥ 3 のとき).

数列 {an}n≥1 の一般項 an を閉じた形で与えよ．

復習問題 3.3 次の漸化式を考える．

bn =


0 (n が奇数のとき)

3 (n = 2 のとき)

bn−2 + 2cn−1 (n ≥ 4，偶数のとき),

cn =


0 (n が偶数のとき)

1 (n = 1 のとき)

bn−1 + cn−2 (n ≥ 3，奇数のとき).

任意の整数 k ≥ 1 に対して，xk = b2k とすることで，数
列 {xk}k≥1 を定義する．次の漸化式が成り立つことを証明
せよ．

xk =


3 (k = 1 のとき)

11 (k = 2 のとき)

4xk−1 − xk−2 (k ≥ 3 のとき).

復習問題 3.4 次の漸化式を考える．

fn =

{
1 (n ≤ 2 のとき)

1 + fn−1 + fn−2 (n ≥ 3 のとき).

このとき，

fn = O

((
1 +

√
5

2

)n)
が成り立つことを証明せよ．

復習問題 3.5 次の漸化式を考える．

gn

{
= 1 (n = 0 のとき)

≤ 2 + g⌊n/2⌋ (n ≥ 1 のとき).

このとき，
gn = O(log n)

が成り立つことを証明せよ．

復習問題 3.6 次の数列 {an}n≥0 の母関数 A(x) が何であ
るか，xの有理関数として答えよ．

1. 任意の非負整数 n ≥ 0に対して，an = 1．
2. 任意の非負整数 n ≥ 0に対して，an = 2n．
3. 任意の非負整数 n ≥ 0に対して，an = n．
4. 任意の非負整数 n ≥ 0に対して，an = 3n+ 1．

補足問題 3.7 演習問題 3.3 にある数列 {xk}k≥1 の一般項
を閉じた形で与えよ．

補足問題 3.8 演習問題 3.3にある数列 {bn}n≥1と {cn}n≥1

を考える．次の問いに答えよ．

1. 任意の整数 k ≥ 1 に対して yk = c2k−1 とすること
で，数列 {yk}k≥1 を定義する．次の漸化式が成り立
つことを証明せよ．

yk =


1 (k = 1 のとき)

4 (k = 2 のとき)

4yk−1 − yk−2 (k ≥ 3 のとき).

2. 数列 {yk}k≥1 の一般項 yk を閉じた形で与えよ．

追加問題 3.9 次の漸化式を考える．

tn

{
= 1 (n = 0, 1 のとき)

≤ t⌈n/2⌉ + t⌊n/2⌋ + 5n (n ≥ 2 のとき).

このとき，tn = O(n log n)が成り立つことを証明せよ．

追加問題 3.10 次の数列 {an}n≥0 の母関数 A(x)が何であ
るか，xの有理関数として答えよ．

1. 任意の非負整数 n ≥ 0に対して，an = n2．
2. 任意の非負整数 n ≥ 0に対して，

an =


(
50

n

)
(n ≤ 50 のとき),

0 (n > 50 のとき).

追加問題 3.11 数列 {an}n≥0 の母関数が A(x) であると
き，次の数列 {bn}n≥0 の母関数はどう書けるか？ 答えよ．

1. 任意の非負整数 n ≥ 0に対して，bn = 3 + an．
2. 任意の非負整数 n ≥ 0に対して，bn = (−1)nan．
3. 任意の非負整数 n ≥ 0に対して，bn = an+2．(ヒン
ト：{bn}の母関数の中に，a0と a1が現れてもよい．)
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