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以降の問題では，自然数 n ∈ N と実数 p ∈ (0, 1) に対し
て，頂点数が n，辺確率が pであるような，エルデシュとレ
ニィのランダム・グラフを G(n, p)で表す．

授業内問題 9.1 G(n, p) に従って得られるグラフ G =

(V,E) を考える．このとき，辺数 |E| が次を満たすことを
証明せよ．

E[|E|] =
(
n

2

)
p.

授業内問題 9.2 G(n, p) に従って得られるグラフ G =

(V,E) を考える．このとき，p が定数であるならば，辺数
|E|が次を満たすことを証明せよ．

Pr(|E| ≥ pn(n− 1)) → 0 (n → ∞).

復習問題 9.3 G(n, p)に従って得られるグラフ G = (V,E)

を考える．

1. 任意の頂点 v ∈ V に対して，その次数 deg(v)が次を
満たすことを証明せよ．

E[deg(v)] = (n− 1)p.

2. pが定数であるとき，任意の頂点 v ∈ V に対して，そ
の次数 deg(v)が次を満たすことを証明せよ．

Pr(deg(v) ≥ 2(n− 1)p) → 0 (n → ∞).

復習問題 9.4 任意の (離散) 確率変数X と正実数 t > 0に
対して，E[X]と E[X2]が存在するとき，

Pr(|X − E[X]| ≥ t) ≤ E[X2]− E[X]2

t2

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：マルコフの不等式を
利用せよ．)

復習問題 9.5 G(n, p)に従って得られるグラフ G = (V,E)

を考える．

1. 任意の正実数 ε ∈ (0, 1)を考える．p ≥ (1 + ε)
lnn

n− 1
であるとき，

Pr(Gが孤立点を含む) → 0 (n → ∞)

となることを証明せよ．

2. 任意の正実数 ε ∈ (0, 1)を考える．p ≤ (1− ε)
lnn

n− 1
であるとき，

Pr(Gが孤立点を含む) → 1 (n → ∞)

となることを証明せよ．(ヒント：演習問題 9.4 を用
いるとよい．)

追加問題 9.6 G(n, p)に従って得られるグラフ G = (V,E)

を考える．0以上 n未満の自然数 k ∈ Nに対して，Gにお
ける次数 k の頂点数の期待値を求めよ．

追加問題 9.7 無向グラフG = (V,E)における三角形とは，
異なる 3頂点 u, v, w ∈ V で，{u, v}, {v, w}, {u,w} ∈ E を
満たすもののことである．
G(n, p)に従って得られるグラフ G = (V,E)を考える．

1. 異なる 3 頂点 u, v, w ∈ V に対して，次の確率変数
Xuvw を考える．

Xuvw =

{
1 (Gにおいて u, v, w が三角形である)

0 (そうではない).

このとき，E[Xuvw]を求めよ．
2. Gにおける三角形の総数を確率変数 X で表す．この
とき，E[X]を求めよ．

3. 任意の正実数 ε ∈ (0, 1)を考える．p ≤ 1

n1+ε
である

とき，
Pr(Gが三角形を含む) → 0 (n → ∞)

となることを証明せよ．
4. 異なる 3頂点 u, v, w ∈ V と異なる 3頂点 u′, v′, w′ ∈

V に対して，|{u, v, w} ∩ {u′, v′, w′}| = 0 のとき，
E[XuvwXu′v′w′ ]を求めよ．

5. 異なる 3頂点 u, v, w ∈ V と異なる 3頂点 u′, v′, w′ ∈
V に対して，|{u, v, w} ∩ {u′, v′, w′}| = 1 のとき，
E[XuvwXu′v′w′ ]を求めよ．

6. 異なる 3頂点 u, v, w ∈ V と異なる 3頂点 u′, v′, w′ ∈
V に対して，|{u, v, w} ∩ {u′, v′, w′}| = 2 のとき，
E[XuvwXu′v′w′ ]を求めよ．

7. 任意の正実数 ε ∈ (0, 1)を考える．p ≥ 1

n1−ε
である

とき，
Pr(Gが三角形を含む) → 1 (n → ∞)

となることを証明せよ．(ヒント：演習問題 9.4 を用
いるとよい．)
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