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授業内問題 5.1 式 (14 + x) mod 43 = 0 を満たす x ∈
Z/43Zをすべて答えよ．(注：43は素数である．)

授業内問題 5.2 式 5x mod 19 = 1を満たす x ∈ Z/19Zを
すべて答えよ．(注：19は素数である．)

授業内問題 5.3 式 90x mod 439 = 1を満たす x ∈ Z/439Z
をすべて答えよ．(注：439は素数である．)

復習問題 5.4 任意の整数 a, bで，b > 0となるものを考え
る．このとき，

a mod b = (a mod b) mod b

が成り立つことを証明せよ．

復習問題 5.5 任意の整数 a, a′ と正整数 n > 0 を考える．
このとき，a mod n = a′ mod nが成り立つための必要十分
条件は，ある整数 q が存在して，a− a′ = nq となることで
ある．これを証明せよ．

復習問題 5.6 任意の整数 a, a′ と正整数 n > 0 を考える．
このとき，

(a+ a′) mod n = ((a mod n) + (a′ mod n)) mod n

が成り立つことを証明せよ．

復習問題 5.7 任意の正整数 n ≥ 2 を固定する．任意の
x ∈ Z/nZに対して，x+ y = 0を満たす y ∈ Z/nZが一意
に存在することを証明せよ．

復習問題 5.8 任意の正整数 x, y で x ≥ y を満たすものを
考える．このとき，ax + by = gcd(x, y) を満たす整数 a, b

が存在することを証明せよ．ここで，gcd(x, y)は xと y の
最大公約数を表す．(ヒント：ユークリッドのアルゴリズム
の原理 (演習問題 2.8) を利用してみよ．)

復習問題 5.9 任意の素数 p ≥ 2 と整数 a, b を考える．
このとき，ab mod p = 0 ならば，a mod p = 0 または
b mod p = 0が成り立つことを証明せよ．

復習問題 5.10 任意の素数 p ≥ 2 を固定する．任意の
x ∈ Z/pZ− {0}に対して，x · y = 0を満たす y ∈ Z/pZが
一意に存在することを証明せよ．(ヒント：演習問題 5.8と
5.9を用いてもよい．)

復習問題 5.11 (32 + x) mod 89 = 0を満たす x ∈ Z/89Z
をすべて答えよ．(注：89は素数である．)

復習問題 5.12 32x mod 89 = 1を満たす x ∈ Z/89Zをす
べて答えよ．(注：89は素数である．)

復習問題 5.13 3x mod 61 = 1 を満たす x ∈ Z/61Z をす
べて答えよ．(注：61は素数である．)

補足問題 (発展) 5.14 任意の整数 a, bで，b > 0となるも
のを考える．このとき，ある整数 q, r で

a = bq + r, 0 ≤ r < b

を満たすものが一意に存在することを次の流れに沿って証
明せよ．(注：これは発展問題であるが，難しいわけでは
ない．)

1. まず，存在性を証明する．aが 0以上のときには，a

に関する数学的帰納法で証明を進める．a = 0 のと
き，そのような整数 q, r が存在することを証明せよ．

2. a > 0のとき，a未満の任意の非負整数 a′ に対して，
ある整数 q′, r′が存在して，a′ = bq′+r′と 0 ≤ r′ < b

を満たすことを仮定する．このとき，ある整数 q, rが
存在して，a = bq + r と 0 ≤ r < b を満たすことを
証明せよ．これで，aが 0以上のときの存在性証明が
終わった．

3. a < 0のときに，存在性の証明を完了せよ．(ヒント：
−aを考えよ．)

4. 次に，一意性の証明を行う．整数 q, r, q′, r′ が存在し
て，a = bq+ r = bq′ + r′，0 ≤ r < b，0 ≤ r′ < bを
満たすとする．このとき，q = q′ かつ r = r′ が成り
立つことを証明せよ．

注：この問題の内容は剰余演算 mod の基盤となるものなの
で，この問題を解くために剰余演算を用いてはならない．

補足問題 5.15 任意の整数 a, a′ と正整数 n > 0を考える．
このとき，

(a · a′) mod n = ((a mod n) · (a′ mod n)) mod n

が成り立つことを証明せよ．

追加問題 5.16 任意の整数 a, bと任意の素数 pに対して，

(a+ b)p mod p = (ap + bp) mod p

が成り立つことを証明せよ．(ヒント：二項定理．)
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追加問題 5.17 素数ではない正の整数 n ≥ 4 として任
意のものを考える．このとき，「任意の整数 a, b に対し
て，ab mod n = 0 を満たすとき，a mod n = 0 または
b mod n = 0 である」という性質は成り立たない．素数で
はない任意の正の整数 n ≥ 4に対して，この性質が成り立
たないことを示す反例を挙げよ．
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