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2/77講義計画 (前半)

1. 整数計画法と線形計画法 (10/4)
2. 線形計画法の復習 (1)：線形不等式系と凸多面集合 (10/11)
∗ 休み (体育祭) (10/18)
3. 線形計画法の復習 (2)：単体法と双対定理 (10/25)
4. 線形計画緩和 (11/1)

5. 整数計画モデリング (1)：組合せ最適化問題 (11/8)
6. 整数計画モデリング (2)：より複雑な問題 (11/15)
7. 整数計画モデリング (3)：離接計画 (11/22)

＜準備＞

＜モデリング＞



3/77講義計画 (後半)

8. 分枝限定法 (11/29)
9. 切除平面法 (12/6)
10. 妥当不等式の追加 (12/13)
11. 列生成法 (12/20)
∗ 休み (国内出張) (12/27)
∗ 休み (冬季休業) (1/3)

12. ラグランジュ緩和 (1)：原理 (1/10)
13. ラグランジュ緩和 (2)：最適ラグランジュ緩和 (1/17)

14. まとめ (1/24)
15. 予備日 (1/31)

＜アルゴリズム＞

＜まとめ・予備＞



4/77今日の内容

• 復習：巡回セールスマン問題の整数計画モデリング
• 巡回セールスマン問題に対する分枝切除法
• 櫛不等式
• ファセット定義不等式



4/77今日の内容

• 復習：巡回セールスマン問題の整数計画モデリング
• 巡回セールスマン問題に対する分枝切除法
• 櫛不等式
• ファセット定義不等式



5/77対称 TSP：グラフの問題として

対称巡回セールスマン問題もグラフの問題とみなす
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無向グラフ G = (V,E)

V =都市集合

E = {{i, j} | i, j ∈ V, i 6= j}
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すべての頂点を通る単一の閉路

ハミルトン閉路とも呼ばれる



6/77対称 TSP：01整数計画モデル

∑
e∈E

d(e)xeminimize

subject to
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i ∈ V

xe ∈ {0, 1} ∀ e ∈ E

変数の総数 = |E| = 1
2 |V |(|V | − 1)

制約の総数 = |V |+ 2|V | − 2

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }

Dantzig, Fulkerson, Johnson (’54)
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部分巡回路除去制約



6/77対称 TSP：01整数計画モデル

∑
e∈E

d(e)xeminimize

subject to
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i ∈ V

xe ∈ {0, 1} ∀ e ∈ E

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }

Dantzig, Fulkerson, Johnson (’54)
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部分巡回路除去制約別の書き方∑
e∈δ(i)

xe = 2

iを端点とする辺の集合



7/77巡回セールスマン問題：課題

課題

巡回セールスマン問題の整数計画モデルには

制約が膨大に存在

∑
e∈E

d(e)xeminimize

subject to
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i ∈ V

xe ∈ {0, 1} ∀ e ∈ E

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }

解決法

制約をアルゴリズムの実行の中で追加していく

;第 9回，第 10回講義の内容
(切除平面法)



8/77線形計画緩和

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

xe ∈ {0, 1} ∀ e

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S

解きたい問題 P ∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S

線形計画緩和 R緩和

まず，線形計画緩和 Rを解きたい

しかし，制約の数が多すぎて，そのまま解くのは難しい



9/77線形計画緩和をどう解くか？ (1)
∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }

線形計画緩和 R

小さな部分集合 F ⊆ 2V − {∅, V }を考える∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ F

線形計画緩和 R(F)



10/77線形計画緩和をどう解くか？ (2)
∑

{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }線形計画緩和 R

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ F線形計画緩和 R(F)

F ⊆ 2V − {∅, V }



10/77線形計画緩和をどう解くか？ (2)
∑

{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }線形計画緩和 R

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ F線形計画緩和 R(F)

F ⊆ 2V − {∅, V }

性質

x∗ が R(F)の最適解 かつ x∗ が Rの許容解
⇒ x∗ は Rの最適解



10/77線形計画緩和をどう解くか？ (2)
∑

{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }線形計画緩和 R

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ F線形計画緩和 R(F)

F ⊆ 2V − {∅, V }

性質

x∗ が R(F)の最適解 かつ x∗ が Rの許容解
⇒ x∗ は Rの最適解

証明： x∗ が仮定を満たすとする

∴
∑
e∈E

d(e)x∗
e ≤

∑
e∈E

d(e)xe

xを Rの任意の許容解とすると，xは R(F)の許容解でもある

�



11/77線形計画緩和をどう解くか？ (3)
∑

{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }線形計画緩和 R

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ F線形計画緩和 R(F)

F ⊆ 2V − {∅, V }

x∗ は Rの許容解？
Yes

No

終了

x∗ は Rの最適解

F ← F ∪ {S}

ある S に対して，
∑

{i,j}⊆S

x∗
{i,j} > |S| − 1

R(F)を解く
x∗：R(F)の最適解



12/77部分巡回路除去制約の追加：例 (1)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50



13/77部分巡回路除去制約の追加：例 (2)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 0



14/77部分巡回路除去制約の追加：例 (3)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 0



15/77部分巡回路除去制約の追加：例 (4)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 1



16/77部分巡回路除去制約の追加：例 (5)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 1



17/77部分巡回路除去制約の追加：例 (6)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 2



18/77部分巡回路除去制約の追加：例 (7)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 2



19/77部分巡回路除去制約の追加：例 (8)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 3



20/77部分巡回路除去制約の追加：例 (9)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 3



21/77部分巡回路除去制約の追加：例 (10)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 4



22/77部分巡回路除去制約の追加：例 (11)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 4



23/77部分巡回路除去制約の追加：例 (12)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 5



24/77部分巡回路除去制約の追加：例 (13)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 5



25/77部分巡回路除去制約の追加：例 (14)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 6



26/77部分巡回路除去制約の追加：例 (15)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 6



27/77部分巡回路除去制約の追加：例 (16)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 7



28/77部分巡回路除去制約の追加：例 (17)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 7



29/77部分巡回路除去制約の追加：例 (18)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 8



30/77部分巡回路除去制約の追加：例 (19)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 8



31/77部分巡回路除去制約の追加：例 (20)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 9



32/77部分巡回路除去制約の追加：例 (21)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 9



33/77部分巡回路除去制約の追加：例 (22)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 10



34/77部分巡回路除去制約の追加：例 (23)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 10



35/77部分巡回路除去制約の追加：例 (24)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 11



36/77部分巡回路除去制約の追加：例 (25)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 11



37/77部分巡回路除去制約の追加：例 (26)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 12



38/77部分巡回路除去制約の追加：例 (27)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 12



39/77部分巡回路除去制約の追加：例 (28)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 13



40/77部分巡回路除去制約の追加：例 (29)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 13



41/77部分巡回路除去制約の追加：例 (30)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 14



42/77部分巡回路除去制約の追加：例 (31)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 14



43/77部分巡回路除去制約の追加：例 (32)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 15



44/77部分巡回路除去制約の追加：例 (33)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 15



45/77部分巡回路除去制約の追加：例 (34)

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html
random seed = 3.14, # points = 50

|F| = 16

Pの最適解が見つかった！



46/77今日の内容

• 復習：巡回セールスマン問題の整数計画モデリング
• 巡回セールスマン問題に対する分枝切除法
• 櫛不等式
• ファセット定義不等式



46/77今日の内容

• 復習：巡回セールスマン問題の整数計画モデリング
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47/77線形計画緩和をどう解くか？ (3)再掲
∑

{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }線形計画緩和 R

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ F線形計画緩和 R(F)

F ⊆ 2V − {∅, V }

x∗ は Rの許容解？
Yes

No

終了

x∗ は Rの最適解

F ← F ∪ {S}

R(F)を解く
x∗：R(F)の最適解

ある S に対して，
∑

{i,j}⊆S

x∗
{i,j} > |S| − 1



47/77線形計画緩和をどう解くか？ (3)再掲
∑

{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }線形計画緩和 R

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ F線形計画緩和 R(F)

F ⊆ 2V − {∅, V }

x∗ は Rの許容解？
Yes

No

終了

x∗ は Rの最適解

F ← F ∪ {S}

R(F)を解く
x∗：R(F)の最適解

どのように確認できるのか？

ある S に対して，
∑

{i,j}⊆S

x∗
{i,j} > |S| − 1



48/77制約の書き換え (1)

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S

線形計画緩和 R ∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}∈δ(S)

x{i,j} ≥ 2 ∀ S

線形計画緩和 R’

S
δ(S)



48/77制約の書き換え (1)

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S

線形計画緩和 R ∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}∈δ(S)

x{i,j} ≥ 2 ∀ S

線形計画緩和 R’

S
δ(S)

性質

Rの許容領域 = R’の許容領域



48/77制約の書き換え (1)

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S

線形計画緩和 R ∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}∈δ(S)

x{i,j} ≥ 2 ∀ S

線形計画緩和 R’

S
δ(S)

性質

Rの許容領域 = R’の許容領域

2
∑

{i,j}⊆S

x{i,j} +
∑

{i,j}∈δ(S)

x{i,j}

=
∑
i∈S

∑
j∈V−{i}

x{i,j} =
∑
i∈S

2 = 2|S|



49/77制約の書き換え (2)

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∀ S

線形計画緩和 R ∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}∈δ(S)

x{i,j} ≥ 2 ∀ S

線形計画緩和 R’

S
δ(S)

性質

Rの許容領域 = R’の許容領域∑
{i,j}∈δ(S)

x{i,j} = 2|S| − 2
∑

{i,j}⊆S

x{i,j}

≥ 2|S| − 2(|S| − 1) = 2



50/77制約の書き換え (3)

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∀ S

線形計画緩和 R ∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}∈δ(S)

x{i,j} ≥ 2 ∀ S

線形計画緩和 R’

S
δ(S)

性質

Rの許容領域 = R’の許容領域∑
{i,j}⊆S

x{i,j} = |S| − 1

2

∑
{i,j}∈δ(S)

x{i,j}

≤ |S| − 1

2
· 2 = |S| − 1 �



51/77解くべき問題

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i ∈ V

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e ∈ E

∀ S ∈ F

線形計画緩和 R’(F)

∑
{i,j}∈δ(S)

x{i,j} ≥ 2

最適解 x∗

解くべき問題 (分離問題)

次を満たす S ∈ 2V − {∅, V }があるか？∑
{i,j}∈δ(S)

x∗
{i,j} < 2

;最小カット問題に帰着できる

S
δ(S)



52/77最小カット問題

定義：最小カット問題 (minimum cut problem)

• 入力：無向グラフ G = (V,E)，非負辺重みw ∈ RE

• 出力：次の量を最小にする S ∈ 2V − {∅, V }∑
e∈δ(S)

we

S
δ(S)

3

3

4

4

2

1
3

1

1

11

5
3



52/77最小カット問題

定義：最小カット問題 (minimum cut problem)

• 入力：無向グラフ G = (V,E)，非負辺重みw ∈ RE

• 出力：次の量を最小にする S ∈ 2V − {∅, V }∑
e∈δ(S)

we

S
δ(S)

3

3

4

4

2

1
3

1

1

11

5
3

∑
e∈δ(S)

we = 4

S



53/77解くべき問題 (続)

線形計画緩和 R’(F) 最適解 x∗

解くべき問題 (分離問題)

次を満たす S ∈ 2V − {∅, V }があるか？∑
{i,j}∈δ(S)

x∗
{i,j} < 2

アルゴリズム：

1. x∗ を辺重みとして，最小カット問題を解く

(S∗ を最小カット問題の最適解とする)
2.

∑
{i,j}∈δ(S∗)

x∗
{i,j} < 2ならば，Yes (S∗ を出力)

3.
∑

{i,j}∈δ(S∗)

x∗
{i,j} ≥ 2ならば，No



54/77最小カット問題のアルゴリズム

事実

最小カット問題は多項式時間で解ける (高速に解ける)

• 最大流最小カット定理の応用
(O(|V |2)回だけ最小 s, tカットを計算すればよい)

• Nagamochi-Ibarakiのアルゴリズム (’92)
; O(|E||V |+ |V | log |V |)

• Kargerの乱択アルゴリズム (’00)
; O(|E| log3 |V |)

現在，理論上最速の決定性 (乱数不使用)アルゴリズム

• Liのアルゴリズム (’21)
; O(|E|1+o(1))



55/77線形計画緩和をどう解くか？ (3)再掲

x∗ は Rの許容解？
Yes

No

終了

x∗ は Rの最適解

F ← F ∪ {S}

R(F)を解く
x∗：R(F)の最適解

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }線形計画緩和 R

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ F線形計画緩和 R(F)

F ⊆ 2V − {∅, V }

最小カット問題を用いて確認！

ある S に対して，
∑

{i,j}⊆S

x∗
{i,j} > |S| − 1



56/77線形計画緩和が解けたら？

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

xe ∈ {0, 1} ∀ e

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S

解きたい問題 P ∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S

線形計画緩和 R緩和

線形計画緩和 Rの最適解を使って，元の問題 Pを解く
• 分枝限定法
• 分枝切除法
• · · ·



57/77今日の内容

• 復習：巡回セールスマン問題の整数計画モデリング
• 巡回セールスマン問題に対する分枝切除法
• 櫛不等式
• ファセット定義不等式



57/77今日の内容

• 復習：巡回セールスマン問題の整数計画モデリング
• 巡回セールスマン問題に対する分枝切除法
• 櫛不等式
• ファセット定義不等式



58/77緩和の強化をしたい

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

e∈δ(i)

xe = 2 ∀ i

xe ∈ {0, 1} ∀ e

∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1 ∀ S

解きたい問題 P

目標

よい切除平面を与えること

今から紹介するもの：櫛不等式
く し



59/77櫛

有限集合 V

定義：櫛 (comb) (Grötschel, Padberg ’79)

櫛とは，次を満たす k + 1個の集合 S0, S1, . . . , Sk

• k ≥ 3は奇数
• S1, S2, . . . , Sk は互いに素

• S0 ∩ Si 6= ∅, Si − S0 6= ∅ (∀ i ∈ {1, 2, . . . , k})

S0

S1 S2 S3

胴

歯



60/77櫛不等式

定義：櫛不等式 (comb inequality) (Grötschel, Padberg ’79)

任意の櫛 S0, S1, . . . , Sk に対して，

k∑
i=0

∑
e⊆Si

xe ≤
k∑

i=0

|Si| −
3k + 1

2

5 + 1 + 1 + 0 6 + 3 + 4 + 2− 3 · 3 + 1

2



61/77櫛不等式が有効な例

定義：櫛不等式 (comb inequality) (Grötschel, Padberg ’79)

任意の櫛 S0, S1, . . . , Sk に対して，

k∑
i=0

∑
e⊆Si

xe ≤
k∑

i=0

|Si| −
3k + 1

2

これは線形計画緩和 Rの最適解

左辺 =
9

2
+ 3 + 1 + 1 =

19

2
= 9.5

右辺 = 5 + 4 + 2 + 2− 3 · 3 + 1

2
= 8

(適当な距離のもとで)

櫛不等式でこの解を切り落とせる

11/2

Korte, Vygen ’18



62/77櫛不等式の妥当性

定義：櫛不等式 (comb inequality) (Grötschel, Padberg ’79)

任意の櫛 S0, S1, . . . , Sk に対して，

k∑
i=0

∑
e⊆Si

xe ≤
k∑

i=0

|Si| −
3k + 1

2

性質 ：

Pの任意の許容解は
櫛不等式を満たす

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

e∈δ(i)

xe = 2 ∀ i

xe ∈ {0, 1} ∀ e

∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1 ∀ S

解きたい問題 P



63/77櫛不等式の妥当性：証明 (1)

s.t.
∑

e∈δ(i)

xe = 2 ∀ i

xe ∈ {0, 1} ∀ e

∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1 ∀ S

解きたい問題 P

証明：xを Pの許容解とする

S0

S1 S2 S3

∑
e∈δ(i)

xe = 2 i ∈ S0

−xe ≤ 0 e ∈ δ(S0), e 6⊆ S1, . . . , Sk



64/77櫛不等式の妥当性：証明 (2)

s.t.
∑

e∈δ(i)

xe = 2 ∀ i

xe ∈ {0, 1} ∀ e

∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1 ∀ S

解きたい問題 P

証明：xを Pの許容解とする∑
e⊆Si

xe ≤ |Si| − 1 i ∈ {1, . . . , k}∑
e⊆Si−S0

xe ≤ |Si − S0| − 1

S0

S1 S2 S3

∑
e⊆Si∩S0

xe ≤ |Si ∩ S0| − 1

i ∈ {1, . . . , k}

i ∈ {1, . . . , k}



65/77櫛不等式の妥当性：証明 (3)

s.t.
∑

e∈δ(i)

xe = 2 ∀ i

xe ∈ {0, 1} ∀ e

∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1 ∀ S

解きたい問題 P

証明：xを Pの許容解とする

S0

S1 S2 S3

出てきた式をすべて足すと次が得られる

2
k∑

i=0

∑
e⊆Si

xe ≤ 2
k∑

i=0

|Si| − 3k



65/77櫛不等式の妥当性：証明 (3)

s.t.
∑

e∈δ(i)

xe = 2 ∀ i

xe ∈ {0, 1} ∀ e

∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1 ∀ S

解きたい問題 P

証明：xを Pの許容解とする

S0

S1 S2 S3

出てきた式をすべて足すと次が得られる

2
k∑

i=0

∑
e⊆Si

xe ≤ 2
k∑

i=0

|Si| − 3k

偶 偶 奇



65/77櫛不等式の妥当性：証明 (3)

s.t.
∑

e∈δ(i)

xe = 2 ∀ i

xe ∈ {0, 1} ∀ e

∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1 ∀ S

解きたい問題 P

証明：xを Pの許容解とする

S0

S1 S2 S3

出てきた式をすべて足すと次が得られる

2
k∑

i=0

∑
e⊆Si

xe ≤ 2
k∑

i=0

|Si| − 3k

∴ 2
k∑

i=0

∑
e⊆Si

xe ≤ 2
k∑

i=0

|Si| − 3k − 1 �



65/77櫛不等式の妥当性：証明 (3)

s.t.
∑

e∈δ(i)

xe = 2 ∀ i

xe ∈ {0, 1} ∀ e

∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1 ∀ S

解きたい問題 P

証明：xを Pの許容解とする

S0

S1 S2 S3

出てきた式をすべて足すと次が得られる

2
k∑

i=0

∑
e⊆Si

xe ≤ 2
k∑

i=0

|Si| − 3k

∴ 2
k∑

i=0

∑
e⊆Si

xe ≤ 2
k∑

i=0

|Si| − 3k − 1 �

定義：櫛不等式 (comb inequality) (Grötschel, Padberg ’79)

任意の櫛 S0, S1, . . . , Sk に対して，

k∑
i=0

∑
e⊆Si

xe ≤
k∑

i=0

|Si| −
3k + 1

2



66/77櫛不等式も切除平面として使いたい

目標 ：櫛不等式も切除平面として使いたい

解くべき問題 (分離問題)

次を満たす櫛 S0, S1, . . . , Sk があるか？

k∑
i=0

∑
e⊆Si

x∗
e >

k∑
i=0

|Si| −
3k + 1

2

∑
e∈E

d(e)xemin.

s.t.
∑

e∈δ(i)

xe = 2 ∀ i

0 ≤ xe ≤ 1 ∀ e

∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1 ∀ S

最適解 x∗



67/77櫛不等式に対する分離問題

解くべき問題 (分離問題)

次を満たす櫛 S0, S1, . . . , Sk があるか？

k∑
i=0

∑
e⊆Si

x∗
e >

k∑
i=0

|Si| −
3k + 1

2

未解決問題

櫛不等式に対する分離問題が多項式時間で解けるか？

多項式時間で解ける場合の例

• |Si| = 2 (∀ i = 1, . . . , k)のとき (Padberg, Rao ’82)
• kが定数のとき (Carr ’97)

実践ではヒューリスティクスが使われる (例えば，Applegate et al. ’03)



68/77大規模インスタンスをどう解くか？ (1)

VLSIインスタンス pla85900
(Applegate et al. 2006)

TSPLIBの最大インスタンス

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/pla85900/index.html

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/pla85900/index.html

• よい許容解を見つけるヒューリスティクス
• よい下界を見つける切除平面 (今日の講義の内容)
• 並列計算 (ハイパフォーマンスコンピューティング)
• その他



69/77大規模インスタンスをどう解くか？ (2)

下界が更新される様子

https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/pla85900/compute/compute.htm



70/77今日の内容

• 復習：巡回セールスマン問題の整数計画モデリング
• 巡回セールスマン問題に対する分枝切除法
• 櫛不等式
• ファセット定義不等式



70/77今日の内容

• 復習：巡回セールスマン問題の整数計画モデリング
• 巡回セールスマン問題に対する分枝切除法
• 櫛不等式
• ファセット定義不等式



71/77紹介したい性質

性質 (証明はしない) (Grötschel, Padberg ’79)

nを都市数とする
• n ≥ 4で，2 ≤ |S| ≤ n− 2のとき，
部分巡回路除去制約は

ハミルトン閉路多面体のファセットを定義する

• n ≥ 6のとき，
櫛不等式は

ハミルトン閉路多面体のファセットを定義する



72/77復習：凸多面集合の面

凸多面集合 P = {z ∈ Rn | Az ≥ b}

定義：面 (face)

P の面とは，P に対する妥当不等式αTx ≥ βを用いて
次のように書ける集合のこと

P ∩ {x | αTx = β}

A ∈ Rm×n，b ∈ Rm

P

αTx ≥ β



72/77復習：凸多面集合の面

凸多面集合 P = {z ∈ Rn | Az ≥ b}

定義：面 (face)

P の面とは，P に対する妥当不等式αTx ≥ βを用いて
次のように書ける集合のこと

P ∩ {x | αTx = β}

A ∈ Rm×n，b ∈ Rm

P

αTx = β

P の面



73/77復習：頂点，辺，ファセット

凸多面集合 P ⊆ Rn

定義：頂点 (vertex)，辺 (edge)，ファセット (facet)

P の面 F が，P の
• 頂点であるとは， dimF = 0のこと
• 辺であるとは， dimF = 1のこと
• ファセットであるとは，dimF = dimP − 1のこと

頂点 辺 ファセット



74/77ハミルトン閉路多面体

定義：ハミルトン閉路多面体 (Hamilton cycle polytope)

ハミルトン閉路多面体とは

問題 Pの許容領域の凸包のこと

問題 P ∑
e∈E

d(e)xeminimize

subject to
∑

j∈V−{i}

x{i,j} = 2 ∀ i ∈ V

xe ∈ {0, 1} ∀ e ∈ E

∑
{i,j}⊆S

x{i,j} ≤ |S| − 1 ∀ S ∈ 2V − {∅, V }

Dantzig, Fulkerson, Johnson (’54)



75/77紹介したい性質：再掲

性質 (証明はしない) (Grötschel, Padberg ’79)

nを都市数とする
• n ≥ 4で，2 ≤ |S| ≤ n− 2のとき，
部分巡回路除去制約は

ハミルトン閉路多面体のファセットを定義する

• n ≥ 6のとき，
櫛不等式は

ハミルトン閉路多面体のファセットを定義する

ファセット

• ファセットを定義する不等式は
凸多面体を記述するために必要なもの

• ∴追加する不等式としてよい

上記 2種類以外にもファセットを定義する不等式が研究されている



76/77まとめ：追加する不等式に求められる性質

1. 解きたい問題 Pの許容解がすべて満たす
2. 分離問題が簡単に解ける
3. 問題 Pの許容領域の凸包のファセットを定義する

巡回セールスマン問題以外の問題でも，

追加する不等式が考えられている



77/77次回予告

次回の内容

列生成法

• 変数の数が多い問題を解く手法

a1 a2 an

x1

x2

xn

= x1 a1 +x2 a2 + · · ·+ xn an
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