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以下の問題では，N = {0, 1, 2, 3, . . . }とする．
問題 1 n ≥ 2を正の整数とする．互いに独立な確率変数
X1, X2, . . . , Xn は次のように定められるとする．

Pr(Xi = 1) = Pr(Xi = −1) =
1

4
, Pr(Xi = 0) =

1

2
.

確率変数X をX = X1 +X2 + · · ·+Xnで定義する．以下
の問いに答えよ．

1. 期待値 E[4X ]を nによる式として答えよ．
2. 次の式が成り立つことを証明せよ．

Pr(X ≥ n/2) ≤
(
25

32

)n

.

問題 2 互いに独立な確率変数X1, . . . , Xnは，ある実数
pを用いて，次のように定められるとする (ただし，0 ≤ p ≤
1)．

Pr(Xi = 0) = 1− p, Pr(Xi = 1) = p.

n ≥ 2であるとき，X1, . . . , Xn の中で 2番目に小さい値の
期待値は何か？ nと pを用いた式で表せ．

問題 3 自然数 n ≥ 1と実数 p ∈ (0, 1)に対して，頂点数
が n，辺確率が pであるような，エルデシュとレニィのラ
ンダム・グラフを G(n, p)で表す．

G(n, p)に従って得られるグラフ G = (V,E)を考える．
0以上 n未満の自然数 k ∈ Nに対して，Gにおける次数 k
の頂点数の期待値を求めよ．

問題 4 状態空間を {1, 2, 3}とし，次の推移行列を持つ
マルコフ連鎖 (Xt | t ∈ N)を考える．

P =

1 2 3( )
1 1/4 1/4 1/2
2 1/3 1/3 1/3
3 1/2 0 1/2

.

以下の問いに答えよ．
1. このマルコフ連鎖の定常分布が何であるか，すべて答
えよ．

2. このマルコフ連鎖において，極限 lim
t→∞

P tが存在する
かどうか答えよ．存在する場合，その極限が何である
か，答えよ．

問題 5 次の有向グラフにおける前進問題を考える．対象
とする有向グラフの頂点集合は {1, 2, . . . , n}であり，i ≤ j
であるとき，頂点 j から頂点 iに向かう辺が存在する．こ
のグラフにおいて，頂点 nから始めて，向きに従って辺を
たどることで頂点 1に到達したい．下図は n = 10の場合の
グラフを表している．
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乱択アルゴリズムとして「たどる辺を一様分布に従って
選び，移動する」ということを繰り返すアルゴリズムを考
え，このアルゴリズムがたどる辺の数を Rn とする．以下
の問いに答えよ．

1. E[R1] = 0, E[R2] = 2であることを証明せよ．
2. 任意の k ∈ {2, 3, . . . , n}に対して，次の式が成り立つ
ことを証明せよ．

E[Rk] = 1 +
1

k

k∑
i=1

E[Ri].

3. 上の漸化式から，任意の n ≥ 2に対して，

E[Rn] = 1 +Hn−1

となることを証明せよ．ただし，Hn−1は第 n− 1調
和数である．

問題 6 n ≥ 2として，次の図で表されるグラフ上の単純
ランダムウォークを考える．これはそれぞれの部集合の頂
点数が nであるような完全二部グラフである．

1 2 3 n

n+1 n+2 n+3 2n

このとき，頂点 1から頂点 2nへの到達時刻の期待値を求
めよ．

以上


