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復習問題 6.1 集合 G = {x, y, z, w}と G上の演算 ◦が群
を成し，次の群表を持つとする．その群の単位元と，各要

素の逆元が何であるか，答えよ．

1. ◦ x y z w

x x y z w

y y z w x

z z w x y

w w x y z

2. ◦ x y z w

x x y z w

y y x w z

z z w x y

w w z y x

復習問題 6.2 任意の群 Gを考える．任意の x, y ∈ Gに対

して (xy)−1 = y−1x−1 が成り立つことを証明せよ．

復習問題 6.3 任意の無向グラフGに対して，その自己同型

写像全体の集合をAut(G)で表すとする．このとき，Aut(G)

は写像の合成 ◦に関して群になること，つまり，(Aut(G), ◦)
が群であることをを証明せよ．

復習問題 6.4 群G,G′に対して，GからG′への同型写像

f : G → H が存在するとする．

1. eがGの単位元であるならば，f(e)はG′の単位元で

あることを証明せよ．

2. 任意の x ∈ Gに対して，Gにおける xの位数とG′に

おける f(x)の位数が等しいことを証明せよ．

補足問題 6.5 次に挙げる各集合と演算の組は群にならな

い．なぜならないのか，説明せよ．

1. 整数全体の集合 Zは乗法 ×に関して群にならない．

2. 有理数全体の集合Qは乗法×に関して群にならない．

3. 実数全体の集合 Rは減算 −に関して群にならない．

追加問題 6.6 任意の群 Gを考える．任意の要素 x ∈ Gに

対して (x−1)−1 = xが成り立つことを証明せよ．

追加問題 6.7 集合 G = {a, b, c, d}と G上の演算 ◦が群を
成し，次の群表を持つとする．しかし，その一部が「?」と

なり，不明である．これが群であるという条件から，「?」と

なっている部分を復元せよ．また，この群の単位元と，各

要素の逆元が何であるか，答えよ．

◦ a b c d

a ? ? d ?

b a ? ? ?

c ? c ? ?

d c ? ? a

注意：Gは集合であるので，同じ要素があってはならない．

例えば，a = bとなってはならないことに注意せよ．

追加問題 6.8 次の表示を持つ群 Gの群表を答えよ．

G = ⟨a, b | a4 = e, a2 = b2, aba = b⟩.

また，Gの位数，および，各要素の逆元と位数が何である

か，答えよ．そして，Gがアーベル群であるか，非可換群

であるか，答えよ．

追加問題 6.9 群 G,H に対して，Gから H への同型写像

f : G → H が存在するとする．このとき，Gがアーベル群

であるならば，H もアーベル群であることを証明せよ．

追加問題 6.10 群 (G, ◦)はG = {0, 1, 2, 3, 4, 5}であり，任
意の x, y ∈ Gに対して

x ◦ y = (x+ y) mod 6

として定義されるものである．また，群 (H, ⋆) は H =

{1, 2, 4, 5, 7, 8}であり，任意の x, y ∈ H に対して

x ⋆ y = xy mod 9

として定義されるものである．以下の問いに答えよ．

1. (G, ◦)と (H, ⋆)の群表を書き，(G, ◦)と (H, ⋆)が確か

に群であることを確かめよ．

2. 群 (G, ◦)と (H, ⋆)が同型であることを証明せよ．

追加問題 6.11 次の表示を持つ 2つの群 G,H を考える．

G = ⟨r | r4 = 1⟩,

H = ⟨a, b | a2 = 1, b2 = 1, ab = ba⟩.

以下の問いに答えよ．

1. 群 GとH の群表を書け．

2. 群GとH における，各要素の位数が何であるか，答

えよ．

3. 群 GとH が同型ではないことを証明せよ．
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