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注意：演習問題の解答において，断りがない限り，強理想

グラフ定理を用いてはならない．

復習問題 12.1 任意の無向グラフ GとH に対して，次の

不等式が成り立つことを証明せよ．

χ(G⊠H) ≤ χ(G) · χ(H).

ただし，G⊠H はGとH の積，GはGの補グラフ，χ(G)

は Gの染色数を表す．

復習問題 12.2 任意の無向グラフGに対して，次の不等式

が成り立つことを証明せよ．

α(G) ≤ Θ(G) ≤ χ(G).

ただし，Θ(G)はGのシャノン容量を表す．(ヒント：演習

問題 12.1を用いてもよい．)

復習問題 12.3 任意の理想グラフGに対して，次の等式が

成り立つことを証明せよ．

α(G) = Θ(G) = χ(G).

ただし，Θ(G)はGのシャノン容量を表す．(ヒント：演習

問題 12.2を用いてもよい．)

復習問題 12.4 無向グラフ G = (V,E)に対して，次の最

適化問題の最適値を ϑ2(G)で表す．

(EIG) minimize Λ(A+ J)

subject to Avv = 0 (v ∈ V )

Auv = 0 ({u, v} ̸∈ E)

A ∈ Sn.

ただし，n = |V |であり，Snは n次実対称行列全体の集合

である．また，J ∈ Rn×n は全ての成分が 1である行列で

あり，Λ(A+ J)は A+ J の最大固有値を表す．

次のグラフ Gに対して，ϑ2(G)の値を求めよ．
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復習問題 12.5 2つの n次実対称半正定値行列X,Y ∈ Sn
+

に対して，X • Y ≥ 0が成り立つことを証明せよ．ただし，

X • Y = tr(X⊤Y )である．

復習問題 12.6 演習問題 12.4にある ϑ2(G)を考える．ま

た，次の最適化問題の最適値として，ϑ(G)を定義する．

(LOV) maximize
∑
u∈V

∑
v∈V

Xuv

subject to Xuv = 0 ({u, v} ∈ E)∑
v∈V

Xvv = 1

X ∈ Sn
+

ただし，Sn
+ は n次実対称半正定値行列全体の集合である．

任意の無向グラフ Gに対して，ϑ(G) ≤ ϑ2(G)が成り立

つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 12.5，12.9を用いて

もよい．)

復習問題 12.7 実対称半正定値行列 A,B に対して，その

クロネッカー積 A ⊗ B も半正定値であることを証明せよ．

(演習問題 10を用いてもよい．)

復習問題 12.8 以下の問いに答えよ．

1. 次の行列の最大固有値を求めよ．
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ただし，z =
−3 +

√
5

2
とする．

2. 上の事実から，シャノン容量Θ(C5)の上界を導け．(他

の演習問題の結果を用いてもよい．)

補足問題 12.9 n次実対称行列 X ∈ Sn の最大固有値を λ

とする．

1. λI −X も実対称半正定値行列であることを証明せよ．

2. µI −X が半正定値であるとき，µ ≥ λが成り立つこ

とを証明せよ．

補足問題 12.10 実行列 A,B,C,Dを考える．次の関係式

を導け．ただし，和や積はうまく定義されるものとする．

1. (A+B)⊗ (C+D) = (A⊗C)+(B⊗C)+(A⊗D)+

(B ⊗D).

2. A⊗B = (A⊗ Im′)(In ⊗B) = (Im ⊗B)(A⊗ In′).
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3. (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD).

追加問題 12.11 任意の無向グラフ Gに対して，次の不等

式が成り立つことを証明せよ．

Θ(G) ≤ χf (G).

ただし，χf (G)は Gの分数染色数である．

追加問題 12.12 任意の無向グラフG,H に対して，次の不

等式が成り立つことを証明せよ．

ϑ(G) · ϑ(H) ≤ ϑ(G⊠H).
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