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復習問題 11.1 G = (V,E)を無向グラフとして，n = |V |
とする．次の最適化問題の最適値を ϑ(G)と表記する

(LOV) maximize
∑
u∈V

∑
v∈V

Xuv

subject to Xuv = 0 ({u, v} ∈ E)∑
v∈V

Xvv = 1

X ∈ Sn
+.

ただし，「X ∈ Sn
+」はX が n次実対称半正定値行列である

ことを表す．以下の問いに答えよ．

1. Gのクリーク数を ω(G)とするとき，ω(G) ≤ ϑ(G)が

成り立つことを証明せよ．

2. Gの染色数を χ(G)とするとき，ϑ(G) ≤ χ(G)が成

り立つことを証明せよ．(ヒント：彩色を頂点集合 V

の独立集合への分割として捉えよ．)

復習問題 11.2 実対称優対角行列が半正定値であることを

証明せよ．(ヒント：最小固有値が非負であることを証明す

ればよい．)

追加問題 11.3 G = (V,E)を無向グラフとして，n = |V |
とする．次の最適化問題の最適値を ϑ′(G)と表記する

(LOV′) maximize
∑
u∈V

∑
v∈V

Xuv

subject to Xuv = 0 ({u, v} ∈ E)

Xuv ≥ 0 ({u, v} ̸∈ E)∑
v∈V

Xvv = 1

X ∈ Sn
+.

ただし，「X ∈ Sn
+」はX が n次実対称半正定値行列である

ことを表す．以下の問いに答えよ．

1. Gのクリーク数を ω(G)とするとき，ω(G) ≤ ϑ′(G)

が成り立つことを証明せよ．

2. Gの染色数を χ(G)とするとき，ϑ′(G) ≤ χ(G)が成

り立つことを証明せよ．(ヒント：演習問題 11.1の結

果を用いてもよい．)

追加問題 11.4 演習問題 11.1の状況を考える．Gの分数染

色数 χf (G)に対して，ϑ(G) ≤ χf (G)が成り立つことを証

明せよ．
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