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復習問題 3.1 非空な有限集合E上のマトロイド I ⊆ 2E を

考える．集合 B ⊆ E がマトロイド I の基であり，X ⊆ B

であるとき，X ∈ I が成り立つことを証明せよ．

復習問題 3.2 非空な有限集合 E 上のマトロイド I ⊆ 2E

を考える．集合B,B′ ⊆ Eがマトロイド Iの基であるとき，
|B| = |B′|が成り立つことを証明せよ．

復習問題 3.3 非空な有限集合 E 上のマトロイド I ⊆ 2E

を考える．集合B,B′ ⊆ Eはマトロイド I の基であるとす
る．このとき，任意の e ∈ B に対して，ある e′ ∈ B′ が存

在して，(B − {e}) ∪ {e′}も I の基であることを証明せよ．
(ヒント：問題 3.2と 3.7を用いてもよい．)

復習問題 3.4 非空な有限集合 E 上のマトロイド I ⊆ 2E

を考える．任意のX ⊆ E に対して次を満たす BX ⊆ X が

存在することを証明せよ．

BX ∈ I，かつ，任意の e ∈ X − BX に対して

BX ∪ {e} 6∈ I である．

復習問題 3.5 非空な有限集合E上のマトロイド I ⊆ 2E を

考える．関数 r : 2E → Nをマトロイド Iの階数関数とする
とき，X ⊆ E かつ e ∈ E ならば，r(X ∪ {e}) ≤ r(X) + 1

が成り立つことを証明せよ．

復習問題 3.6 非空な有限集合 E 上のマトロイド I ⊆ 2E

を考える．関数 r : 2E → Nをマトロイド I の階数関数と
するとき，任意の X,Y ⊆ E に対して，r(X) + r(Y ) ≥
r(X ∪Y )+ r(X ∩Y ) が成り立つことを証明せよ．(ヒント：

問題 3.9と 3.10を用いてもよい．)

補足問題 3.7 非空な有限集合 E 上のマトロイド I ⊆ 2E

を考える．集合 B ⊆ E がマトロイド I の基であり，集合
X ⊆ E が X ∈ I と |B| = |X|を満たすとき，X もマトロ

イド I の基であることを証明せよ．(ヒント：問題 3.2を用

いてもよい．)

補足問題 3.8 非空な有限集合E上のマトロイド I ⊆ 2E を

考える．任意の集合X ⊆ Eの基BX , B′
Xに対して，|BX | =

|B′
X |が成り立つことを証明せよ．

補足問題 3.9 非空な有限集合 E 上のマトロイド I ⊆ 2E

を考える．マトロイド Iの階数関数 r : 2E → Nが次の性質
を満たすことを証明せよ．

1. X ⊆ E ならば，r(X) ≤ |X|となる．
2. X ∈ I であるとき，そのときに限り，r(X) = |X|と
なる．

3. X ⊆ Y ⊆ E ならば，r(X) ≤ r(Y )となる．

補足問題 3.10 非空な有限集合 E 上のマトロイド I ⊆ 2E

を考える．集合 S, T ⊆ E が S ⊆ T を満たすとする．この

とき，S の任意の基 B に対して，T のある基 B′ が存在し

て，B ⊆ B′ となることを証明せよ．

追加問題 3.11 有限集合E = {1, 2, 3}上の有限集合族 Iを
次のように定義する．

I = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.

以下の問いに答えよ．

1. I が E 上のマトロイドであることを証明せよ．

2. マトロイド I の従属集合をすべて挙げよ．
3. マトロイド I の基をすべて挙げよ．
4. マトロイド I のサーキットをすべて挙げよ．
5. マトロイド I の階数関数がどのように定められるか，
各集合X ⊆ Eに対する階数関数の値を並べることに

より答えよ．

追加問題 3.12 非空な有限集合 E と自然数 r ≥ 0に対し

て，一様マトロイド I = {X ⊆ E | |X| ≤ r} を考える．以
下の問いに証明付きで答えよ．

1. 集合X ⊆ Eが I の従属集合であるための必要十分条
件を与えよ．

2. 集合B ⊆ Eが I の基であるための必要十分条件を与
えよ．

3. 集合 C ⊆ Eが I のサーキットであるための必要十分
条件を与えよ．

4. マトロイド I の階数関数 r が次の式で与えられるこ

とを確認せよ．

任意の X ⊆ E に対して， r(X) =

|X| (|X| ≤ r)

r (|X| > r).

追加問題 3.13 非空な有限集合 E 上のマトロイド I ⊆ 2E

を考える．集合 C ⊆ E がマトロイド I のサーキットであ
り，C ⊆ Xであるとき，X 6∈ Iが成り立つことを証明せよ．

追加問題 3.14 非空な有限集合 E 上のマトロイド I ⊆ 2E

を考える．集合X ⊆ E がX ∈ I を満たすための必要十分
条件は，マトロイド I のある基 B が存在して，X ⊆ B と

なることである．これを証明せよ．
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追加問題 3.15 自然数 m,n ≥ 1に対して，任意のベクト

ル a1,a2, . . . ,an ∈ Rm を考え，集合 E = {a1,a2, . . . ,an}
上のベクトル・マトロイドを考える．このとき，その階数

関数 r : 2E → Nは，任意のX ⊆ E に対して

r(X) = dim〈X〉

として定められることを証明せよ．(ヒント：上にあるどの

問題の結果を用いてもよい．)

追加問題 3.16 非空な有限集合 E 上のマトロイド I ⊆ 2E

を考える．関数 r : 2E → Nをマトロイド Iの階数関数とす
るとき，任意のX ⊆ Eと e, e′ ∈ Eに対して，r(X∪{e}) =
r(X ∪ {e′}) = r(X)ならば，r(X ∪ {e, e′}) = r(X)となる

ことを証明せよ．(ヒント：上にあるどの問題の結果を用い

てもよい．) (補足：この問題と問題 3.15，問題 2.5 の関係

に注目せよ．)
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