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復習問題 7.1 行列 A ∈ Zm×n とベクトル b ∈ Zm を用い

て定義された凸多面体 P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}を考える．

1. P が整凸多面体であるとき，任意の c ∈ Zn に対し

て，次の最適化問題の最適値が整数となることを証明

せよ．

(LP) maximize c>x

subject to Ax ≤ b

2. 任意の c ∈ Zn に対して，上の最適化問題 (LP)の最

適値が整数となるとき，P が整凸多面体であることを

証明せよ．(ヒント：演習問題 7.7を用いてもよい．)

3. 不等式系Ax ≤ bが完全双対整数性を持つとき，P は

整凸多面体であることを証明せよ．

復習問題 7.2 次の行列が完全ユニモジュラであるかどう

か，理由を添えて答えよ．

1.

[
1 0 0

0 1 1

]
. 2.

[
1 0 1

−1 1 1

]
.

復習問題 7.3 行列 A ∈ Zm×n とベクトル b ∈ Zm を用い

て定義された凸多面体 P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}を考える．
行列 Aが完全ユニモジュラであるとき，P の任意の頂点が

整数座標しか持たないことを証明せよ．

復習問題 7.4 行列A ∈ Zm×nが完全ユニモジュラであると

仮定する．このとき，[A I] ∈ Zm×(n+m)も完全ユニモジュ

ラであることを証明せよ．ただし，I は単位行列である．

復習問題 7.5 行列 A ∈ Zm×n が完全ユニモジュラである

とき，任意の b ∈ Zm, c ∈ Znに対して，次の最適化問題が

整数最適解を持つことを証明せよ．

(DLP) minimize b>y

subject to A>y = c, y ≥ 0

復習問題 7.6 二部グラフの接続行列が完全ユニモジュラで

あることを証明せよ．

補足問題 7.7 行列 A ∈ Zm×n とベクトル b ∈ Zm を用い

て定義された凸多面体 P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}を考える．
凸多面体 P の任意の頂点 vに対して，vを次の問題の唯一

の最適解とするような整数ベクトル c ∈ Znが存在すること

を証明せよ．

(LP) maximize c>x

subject to Ax ≤ b

補足問題 7.8 行列 A ∈ Zm×n が完全ユニモジュラである

と仮定する．

1. A> も完全ユニモジュラであることを証明せよ．

2. −A> も完全ユニモジュラであることを証明せよ．

3. [A −A]も完全ユニモジュラであることを証明せよ．

追加問題 7.9 次の行列が完全ユニモジュラであるかどう

か，理由を添えて答えよ．

1.

1 1 2

0 0 1

1 −1 0

. 2.

1 1 0

0 0 1

1 −1 0

. 3.

1 1 0

1 0 1

0 1 1

.
追加問題 7.10 行列 A ∈ Rm×n は次の性質を満たすとす

る．すなわち，任意の列において，1という成分がちょうど

1つ存在し，−1という成分がちょうど 1つ存在し，その他

の成分がすべて 0である．このとき，Aが完全ユニモジュ

ラであることを証明せよ．

発展追加問題 7.11 行列A ∈ Rm×nは次の性質を満たすと

する．すなわち，Aの各成分は 0か 1であり，任意の列にお

いて，1という成分が連続して出現する．言い換えると，任

意の j ∈ {1, . . . , n}に対して，ある整数 bj , cj ∈ {1, . . . ,m}
が存在し，

ai,j =

1 (bj ≤ i ≤ cj のとき)

0 (それ以外のとき)

と定義する．この行列 Aが完全ユニモジュラであることを

証明せよ．
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