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概要

今日の目標

二部グラフのマッチングに関する重要な 2つの定理
I Hallの結婚定理：完全マッチング
I Kőnig–Egerváryの定理：最大マッチング
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前回の復習：グラフにおけるマッチング
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

グラフにおけるマッチング

無向グラフ G = (V , E )

マッチングとは？

G のマッチングとは辺部分集合M ⊆ E で，
M のどの 2辺も同じ頂点に接続しないもの
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{{v1, v2}, {v4, v7}, {v6, v8}}は
マッチングである
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{{v1, v3}, {v2, v5}, {v2, v6}}は
マッチングではない

マッチングの辺 e ∈ M は eの端点を飽和する
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

最大マッチング

無向グラフ G = (V , E )

最大マッチングとは？

G の最大マッチングとは G のマッチングM ⊆ E で，
G の任意のマッチングM ′に対して |M| ≥ |M ′|を満たすもの
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最大マッチングではない
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最大マッチングである
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

完全マッチング

無向グラフ G = (V , E )

完全マッチングとは？

G の完全マッチングとは G のマッチングM ⊆ E で，
G のすべての頂点がM によって飽和されるもの
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完全マッチングである

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

完全マッチングではない
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

最大性の確認法？

このマッチングが最大マッチングであることを確認するには
どうしたらよいか？
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格言

ある性質を持つものを発見する方法を考えるときには
その性質を持つことを確認する方法をまず考える
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

最大性の確認法

格言 (再掲)

ある性質を持つものを発見する方法を考えるときには
その性質を持つことを確認する方法をまず考える

なぜ？
I 確認は発見より難しくない
I 確認法から発見法に対する道筋が見えることもある

最大性の確認法

2つ紹介する

1 増加道を用いる方法

2 頂点被覆を用いる方法

2つとも重要
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

交互道

無向グラフ G = (V , E )，マッチングM ⊆ E

交互道とは？

M に関する交互道とは，G における道 v1, . . . , vk で (k ≥ 1)，
M の辺と E − M の辺が交互に現れるもの
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v3, v1, v2, v4, v7は青のマッチングに関する交互道
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

増加道

無向グラフ G = (V , E )，マッチングM ⊆ E

増加道とは？

M に関する増加道とは，M に関する交互道 v1, . . . , vk で (k ≥ 1)，
v1と vk がM によって飽和されないもの
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v3, v7, v4, v5は青のマッチングに関する増加道

岡本 吉央 (電通大) 数理解析 (12) 2013 年 1 月 15 日 10 / 56

前回の復習：グラフにおけるマッチング

増加道に沿ってマッチングを大きくする
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つまり

M に関する増加道が存在する ⇒ M は最大マッチングではない

つまり (対偶を考えると)

M は最大マッチングである ⇒ M に関する増加道が存在しない
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

最大マッチングと増加道

無向グラフ G = (V , E )，マッチングM ⊆ E

最大マッチングと増加道の関係 (Berge ’57)

M が G の最大マッチング ⇔ M に関する増加道が存在しない
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

頂点被覆

無向グラフ G = (V , E )

頂点被覆とは？

G の頂点被覆とは頂点部分集合 C ⊆ V で，
G のどの辺もある C の頂点に接続しているもの
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{v2, v3, v4, v5, v6, v7}は
頂点被覆である
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{v1, v2, v3, v5, v8}は
頂点被覆ではない
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

最小頂点被覆

無向グラフ G = (V , E )

最小頂点被覆とは？

G の最小頂点被覆とは頂点被覆 C ⊆ V で，
G の任意の頂点被覆 C ′に対して |C | ≤ |C ′|を満たすもの
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{v2, v3, v4, v5, v6, v7}は
最小頂点被覆ではない
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{v1, v2, v5, v7, v8}は
最小頂点被覆である
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

マッチングと頂点被覆の関係

無向グラフ G = (V , E )

マッチングと頂点被覆の関係

M が G のマッチング
C が G の頂点被覆

⇒ |M| ≤ |C |

例：|M| = 3, |C | = 6
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

頂点被覆の重要性

次のグラフの最大マッチングの辺数は何か？

最大マッチングの辺数 ≥ 4
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

頂点被覆の重要性 (続き)

次のグラフの最大マッチングの辺数は何か？

これは頂点被覆なので，
最大マッチングの辺数 ≤ 最小頂点被覆の頂点数 ≤ 4

I したがって，最大マッチングの辺数 = 4である!!!
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

頂点被覆の重要性：今一度

次のグラフの最大マッチングの辺数は何か？

下界

最大マッチングの辺数 ≥ 4

上界

最大マッチングの辺数 ≤ 4

したがって，最大マッチングの辺数 = 4

格言

頂点被覆を見ることで，マッチングの最大性が保証される
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

頂点被覆の重要性：まとめ

次の 2つを同時に行う

下界

辺数 k のマッチングを見つける
I このとき，
最大マッチングの辺数 ≥ k

上界

頂点数 k の頂点被覆を見つける
I このとき，
最大マッチングの辺数 ≤ k

よって，この 2つができれば

最大マッチングの辺数 = k
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前回の復習：グラフにおけるマッチング

今日行うこと

I 二部グラフが完全マッチングを持つための必要十分条件を証明する
(Hallの結婚定理)

I 二部グラフに対しては必ず

最大マッチングの辺数 = 最小頂点被覆の頂点数

となることを証明する (Hallの結婚定理を用いる)

I Hallの結婚定理の他の応用を見る
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二部グラフ

目次
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二部グラフ

復習：二部グラフ

無向グラフ G = (V , E )

二部とは？

次を満たす A, B ⊆ V が存在するとき，G は二部グラフと呼ばれる
I A ∪ B = V，かつ，A ∩ B = ∅
I {u, v} ∈ E ならば，{u, v} ∩ A 6= ∅かつ {u, v} ∩ B 6= ∅

二部グラフの例

このような A, B を G の部集合と呼ぶ
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二部グラフ

二部グラフと長さ奇数の閉路

無向グラフ G = (V , E )

二部グラフの特徴付け (必要十分条件)

G は二部グラフ ⇔ G は長さ奇数の閉路を部分グラフとして持たない

例

二部グラフである 二部グラフでない

岡本 吉央 (電通大) 数理解析 (12) 2013 年 1 月 15 日 23 / 56

二部グラフ

二部グラフと長さ奇数の閉路

無向グラフ G = (V , E )

二部グラフの特徴付け (必要十分条件)

G は二部グラフ ⇔ G は長さ奇数の閉路を部分グラフとして持たない

⇒の証明：G は二部グラフであると仮定
I A, B を G の部集合とする
I C を G に含まれる任意の閉路とする
I 上の 2条件より，C の頂点は Aと B を交互に訪れる
I よって，C の長さは奇数になれず，偶数である．
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二部グラフ

二部グラフと長さ奇数の閉路

無向グラフ G = (V , E )

二部グラフの特徴付け (必要十分条件)

G は二部グラフ ⇔ G は長さ奇数の閉路を部分グラフとして持たない

⇐の証明：G が長さ奇数の閉路を部分グラフとして持たないと仮定
I 頂点を 1つ選んで，x ∈ V とする
I 各頂点 v ∈ V に対して，d(v)で x から v へ至る道の最短長とする
I ここで，A = {v ∈ V | d(v) が偶数 }，B = {v ∈ V | d(v) が奇数 }
とする

I このとき，任意の {u, v} ∈ E に対して，{u, v} ∩ A = ∅
(∵ G が長さ奇数の閉路を含まない)

I 同様に，任意の {u, v} ∈ E に対して，{u, v} ∩ B = ∅
I したがって，G は二部グラフ
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二部グラフの完全マッチング
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二部グラフの完全マッチング

近傍

近傍とは？

無向グラフ G = (V , E )における頂点 v ∈ V の近傍とは
v の隣接頂点全体の集合

N(v) = {u ∈ V | {u, v} ∈ E}

G における頂点集合 S ⊆ V の近傍とは

N(S) =

(∪

v∈S

N(v)

)
− S

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

I N(v1) = {v2, v3, v5}
I N({v1, v2}) = {v3, v4, v5, v6}
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二部グラフの完全マッチング

二部グラフの完全マッチング

二部グラフ G = (V , E )，部集合 A, B

二部グラフが完全マッチングを持つための必要十分条件
(Hallの結婚定理)

Aの頂点をすべて飽和するマッチングを G が持つ ⇔
任意の頂点集合 S ⊆ Aに対して，|S | ≤ |N(S)|

例：

A B

S

N(S)
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二部グラフの完全マッチング

Hallの結婚定理：証明 (1)

二部グラフ G = (V , E )，部集合 A, B

Hallの結婚定理

Aの頂点をすべて飽和するマッチングを G が持つ ⇔
任意の頂点集合 S ⊆ Aに対して，|S | ≤ |N(S)|

⇒の証明：Aの頂点をすべて飽和するマッチングをM とする
I 任意の S ⊆ Aを考える
I S を飽和するM の辺を集めた集合をMS とすると，|S | = |MS |
I MS が飽和する B の頂点はすべて N(S)の要素
I ∴ |MS | ≤ |N(S)|
I ∴ |S | ≤ |N(S)|

A

B

M

S

MS

N(S)
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二部グラフの完全マッチング

Hallの結婚定理：証明 (2)

二部グラフ G = (V , E )，部集合 A, B

Hallの結婚定理

Aの頂点をすべて飽和するマッチングを G が持つ ⇔
任意の頂点集合 S ⊆ Aに対して，|S | ≤ |N(S)|

⇐の証明 (対偶)：そのようなマッチングを持たないとする
I M を G の最大マッチングとする
I 仮定より，M が飽和しない Aの頂点が存在．それを u ∈ Aとする
I · · · ← 今からここを埋める
I したがって，そのような S に対して |S | > |N(S)|

A

B

M

u
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二部グラフの完全マッチング

Hallの結婚定理：証明 (3)

I S = {a ∈ A | u から始まるある交互道が a で終わる }とする
I T = {b ∈ B | u から始まるある交互道が b で終わる }とする

A

B

M

u
S

T
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二部グラフの完全マッチング

Hallの結婚定理：証明 (4)

観察 1：S − {u}の頂点にはM の辺が接続
I S の構成法からすぐに分かる

A

B

M

u
S

T

岡本 吉央 (電通大) 数理解析 (12) 2013 年 1 月 15 日 32 / 56
〈4〉



二部グラフの完全マッチング

Hallの結婚定理：証明 (5)

観察 2：T の頂点にはM の辺が接続
I そうでないとすると増加道が存在し，M の最大性に矛盾

A

B

M

u
S

T

ここまでの結論：|T | = |S − {u}| = |S | − 1 < |S |
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二部グラフの完全マッチング

Hallの結婚定理：証明 (6)

観察 3：N(S) ⊆ T

I b ∈ N(S)とする
I つまり，ある a ∈ S が存在して {a, b} ∈ E

I {a, b} ∈ M ならば，uから bを経由して aに至る交互道が存在
I {a, b} ∈ E − M ならば，uから aを経由して bに至る交互道が存在
I ∴ いずれにしても uから bへ至る交互道が存在
I ∴ b ∈ T

A

B

M

u
S

T b

a

ここまでの結論：|N(S)| ≤ |T | < |S |
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二部グラフの完全マッチング

Hallの結婚定理：証明 (7)

二部グラフ G = (V , E )，部集合 A, B

Hallの結婚定理

Aの頂点をすべて飽和するマッチングを G が持つ ⇔
任意の頂点集合 S ⊆ Aに対して，|S | ≤ |N(S)|

⇐の証明 (対偶)：そのようなマッチングを持たないとする
I M を G の最大マッチングとする
I 仮定より，M が飽和しない Aの頂点が存在．それを u ∈ Aとする
I S = {a ∈ A | u から始まるある交互道が a で終わる }とする
I T = {b ∈ B | u から始まるある交互道が b で終わる }とする
I T の頂点と S − {u}の頂点にはM の辺が接続 (観察 1と 2)

I また，N(S) ⊆ T (観察 3)

I したがって，そのような Sに対して |S | > |S |− 1 = |T | ≥ |N(S)|
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二部グラフの最大マッチング
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二部グラフの最大マッチング

二部グラフの最大マッチング

二部グラフ G = (V , E )

二部グラフにおけるマッチングと頂点被覆の関係
(Kőnig–Egerváryの定理)

G のあるマッチングM，ある頂点被覆 C が存在して

|M| = |C |

例：|M| = |C | = 5

A

B

C

M
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二部グラフの最大マッチング

Kőnig–Egerváry：証明 (1)

G の部集合を A, B とする
I C を G の最小頂点被覆とする
I 目標：C を使って G のマッチングM で辺数 |C |のものを構成する
I H ′を (A ∩ C ) ∪ (B − C )が誘導する G の部分グラフとする
I H ′′を (A − C ) ∪ (B ∩ C )が誘導する G の部分グラフとする

A

BB ∩ C

A ∩ C

H
′

H
′′
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二部グラフの最大マッチング

Kőnig–Egerváry：証明 (2)

観察 1：H ′は A ∩ C を飽和するマッチングを持つ
I Hallの結婚定理を使う
I 任意の S ⊆ A ∩ C を考える
I (C − S) ∪ N(S)も G の頂点被覆 (← N(S)は H ′における S の近傍)

I C は最小頂点被覆なので，

|C | ≤ |(C − S) ∪ N(S)| ≤ |C | − |S | + |N(S)|

I ∴ |S | ≤ |N(S)|

A

BB ∩ C

A ∩ C

H
′

H
′′

M
′

このマッチングをM ′とする．(注：|M ′| = |A ∩ C |)
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二部グラフの最大マッチング

Kőnig–Egerváry：証明 (3)

観察 2：H ′′は B ∩ C を飽和するマッチングを持つ
I 証明は観察 1と同じ

A

BB ∩ C

A ∩ C

H
′

H
′′

M
′

M
′′

このマッチングをM ′′とする．(注：|M ′′| = |B ∩ C |)
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二部グラフの最大マッチング

Kőnig–Egerváry：証明 (4)

I このとき，M ′ ∪ M ′′は G のマッチング
I そして，|M ′ ∪ M ′′| = |M ′| + |M ′′| = |A ∩ C | + |B ∩ C | = |C |
I すなわち，要素数 |C |のマッチングが構成できた

A

BB ∩ C

A ∩ C

H
′

H
′′

M
′

M
′′
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二部グラフの最大マッチング

頂点被覆の重要性：まとめ

次の 2つを同時に行う

下界

辺数 k のマッチングを見つける
I このとき，
最大マッチングの辺数 ≥ k

上界

頂点数 k の頂点被覆を見つける
I このとき，
最大マッチングの辺数 ≤ k

よって，この 2つができれば

最大マッチングの辺数 = k

Kőnig–Egerváryの定理の帰結

二部グラフに対しては「この 2つができれば」が必ず可能である
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Hall の定理の応用

目次

1 前回の復習：グラフにおけるマッチング

2 二部グラフ

3 二部グラフの完全マッチング

4 二部グラフの最大マッチング

5 Hallの定理の応用

6 今日のまとめ
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Hall の定理の応用

四目並べ

「斜め」は考えないとする
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Hall の定理の応用

四目並べは引き分けで終わる

四目並べの必勝戦略

後手は必ず引き分けに持ち込める (負けない)

証明：Hallの結婚定理を使う
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Hall の定理の応用

四目並べは引き分けで終わる：二部グラフ G の構成

2種類の頂点
I マス頂点：盤面の各マスに対応
I 列頂点：盤面の各列 (横と縦) に対応，各列に対して 2つずつ

マス頂点と列頂点の間に辺を引くのは
I 対応するマスが対応する列に含まれるとき

三目並べのときの例

岡本 吉央 (電通大) 数理解析 (12) 2013 年 1 月 15 日 46 / 56

Hall の定理の応用

四目並べは引き分けで終わる：二部グラフ G の性質

2種類の頂点
I マス頂点の次数 = 4 (∵ 各マスは 2つの列に含まれるから)

I 列頂点の次数 = 4 (∵ 各列はマスを 4つ含むから)

三目並べのときの例

岡本 吉央 (電通大) 数理解析 (12) 2013 年 1 月 15 日 47 / 56

Hall の定理の応用

四目並べは引き分けで終わる：Hallの定理の適用 (1)

まず示すこと

このグラフ G には，列頂点をすべて飽和するマッチングが存在する

Hallの定理を使って証明する

三目並べのときの例

岡本 吉央 (電通大) 数理解析 (12) 2013 年 1 月 15 日 48 / 56
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Hall の定理の応用

四目並べは引き分けで終わる：Hallの定理の適用 (2)

列頂点を任意にいくつか選んで，S という頂点集合を作る
I 示したいこと：|S | ≤ |N(S)|
I S と N(S)の間の隣接関係で，数え上げを行う

S

N(S)

三目並べのときの例
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Hall の定理の応用

四目並べは引き分けで終わる：Hallの定理の適用 (3)

S

N(S)

u1

u2

uk

v1 v2 vh

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 11 1

= 4
= 4
= 4
= 4

≤
4

≤
4

≤
4

≤
4

≤
4

u ∈ S と v ∈ N(S)が隣接するなら「1」
そうでないときは「0」

I 各 u ∈ S に対応する行の成分和
= degG (u) = 4

I 各 v ∈ N(S)に対応する列の成分和
≤ degG (v) = 4

I ∴ 4|S | =この行列の成分和 ≤ 4|N(S)|
I ∴ |S | ≤ |N(S)|
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Hall の定理の応用

四目並べは引き分けで終わる：Hallの定理の適用 (4)

今示したこと

このグラフ G には，列頂点をすべて飽和するマッチングが存在する

そのようなマッチングM を考える
I 1つの列に対応する列頂点は 2つ存在し，

M を通して，2つのマス頂点と結ばれている

四目並べのときの例
岡本 吉央 (電通大) 数理解析 (12) 2013 年 1 月 15 日 51 / 56

Hall の定理の応用

四目並べは引き分けで終わる：ペアの作成

I 1つの列に対応する列頂点は 2つ存在し，
M を通して，2つのマス頂点と結ばれている

I その 2つのマスに同じ記号を書いておく

1

1

2

2

3

3 4

4

55

66

7 7

8 8
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Hall の定理の応用

四目並べは引き分けで終わる：ペアを用いた戦略

後手の戦略
I 先手の取ったマスに書かれた記号と同じ記号のマスを取る
I 各列には同じ記号が必ず 2つあるので，先手は勝てない

1

1

2

2

3

3 4

4

55

66

7 7

8 8
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今日のまとめ

目次

1 前回の復習：グラフにおけるマッチング

2 二部グラフ

3 二部グラフの完全マッチング

4 二部グラフの最大マッチング

5 Hallの定理の応用

6 今日のまとめ

岡本 吉央 (電通大) 数理解析 (12) 2013 年 1 月 15 日 54 / 56

今日のまとめ

今日のまとめ

今日やったこと

二部グラフのマッチングに関する重要な 2つの定理
I Hallの結婚定理：完全マッチング
I Kőnig–Egerváryの定理：最大マッチング

岡本 吉央 (電通大) 数理解析 (12) 2013 年 1 月 15 日 55 / 56
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数理解析 (12) 2012年 1月 15日
演習問題 岡本 吉央

注意： 解答がどのように導かれるのかを必ず書き下すこと．用語・記法は講義で紹介したものに従う．

復習問題 12.1 無向グラフ G = (V, E)が二部グラ

フであるための必要十分条件は，Gが長さ奇数の閉

路を部分グラフとして持たないことである．これを

証明せよ．

復習問題 12.2 二部グラフ G = (V,E)を考える．

ただし，V は部集合 A, B へ分割されるものとする．

このとき，Hall の結婚定理は「G が A の頂点をす

べて飽和するマッチングを持つための必要十分条件

は，任意の S ⊆ Aに対して |S| ≤ |N(S)|が成り立
つことである」と主張している．以下の手順に従っ

て，Hallの結婚定理を証明せよ．

1. 「Gが Aの頂点をすべて飽和するマッチング

を持つならば，任意の S ⊆ Aに対して |S| ≤
|N(S)|が成り立つ」を証明せよ．

2. その逆を以下の手順に沿って証明する．まず，

Gが Aの頂点をすべて飽和するマッチングを

持たないとする．辺部分集合M ⊆ E を Gの

最大マッチングであるとして，仮定より，Aの

ある頂点 uで，M が飽和しないものが存在す

る．このとき，

S =

{
a ∈ A

∣∣∣∣∣
u から始まるある交互

道が a で終わる

}
,

T =

{
b ∈ B

∣∣∣∣∣
u から始まるある交互

道が b で終わる

}

とする．以上の設定において，|T | = |S|−1が

成り立つことを証明せよ．

3. 以上の設定において，|N(S)| ≤ |T |が成り立
つことを証明せよ．これにより，|N(S)| < |S|
が結論され，Hallの定理の証明が終了する．

復習問題 12.3 Kőnig–Egerváryの定理は「任意の

二部グラフG = (V, E)において，Gのあるマッチン

グM ⊆ E と Gのある頂点被覆 C ⊆ V が存在して，

|M | = |C|となる」ことを主張している．以下の手順
にしたがって，Kőnig–Egerváryの定理を証明せよ．

1. グラフGの部集合をA, Bとして，CをGの最

小頂点被覆とする．行いたいことは，Cを用い

て，|M | = |C|を満たすGのマッチングMを構

成することである．頂点集合 (A∩C)∪(B−C)

が誘導する Gの部分グラフを H ′ とする．こ

のとき，H ′がA ∩ C を飽和するマッチングを

持つことを証明せよ．

2. 頂点集合 (A−C)∩ (B ∩C)が誘導するGの部

分グラフをH ′′とする．このとき，H ′′がB∩C

を飽和するマッチングを持つことを証明せよ．

3. Gが |M | = |C|を満たすマッチングM を持つ

ことを証明せよ．

復習問題 12.4 4× 4の盤面における四目並べでは，

後手が必ず引き分けに持ち込めるような戦略が存在

する．それを証明せよ．

追加問題 12.5 無向グラフ G = (V, E)が二部グラ

フであるための必要十分条件は，Gが長さ奇数の閉

路を誘導部分グラフとして含まないことである．こ

れを証明せよ．

追加問題 12.6 二部グラフ G = (V, E)のすべての

頂点の次数が同じであるとする．この次数が 1以上

であるとき，Gが完全マッチングを持つことを証明

せよ．

追加問題 12.7 二部グラフG = (V, E)の辺数をm

とし，最大次数を ∆ ≥ 1とする．Kőnig–Egerváry

の定理を用いて，Gが辺数m/∆以上のマッチング

を持つことを証明せよ．
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