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注意： 解答がどのように導かれるのかを必ず書き下すこと．用語・記法は講義で紹介したものに従う．

復習問題 12.1 無向グラフ G = (V,E)が二部グラ

フであるための必要十分条件は，Gが長さ奇数の閉

路を部分グラフとして持たないことである．これを

証明せよ．

復習問題 12.2 二部グラフ G = (V,E)を考える．

ただし，V は部集合 A,B へ分割されるものとする．

このとき，Hall の結婚定理は「G が A の頂点をす

べて飽和するマッチングを持つための必要十分条件

は，任意の S ⊆ Aに対して |S| ≤ |N(S)|が成り立
つことである」と主張している．以下の手順に従っ

て，Hallの結婚定理を証明せよ．

1. 「Gが Aの頂点をすべて飽和するマッチング

を持つならば，任意の S ⊆ Aに対して |S| ≤
|N(S)|が成り立つ」を証明せよ．

2. その逆を以下の手順に沿って証明する．まず，

Gが Aの頂点をすべて飽和するマッチングを

持たないとする．辺部分集合M ⊆ E を Gの

最大マッチングであるとして，仮定より，Aの

ある頂点 uで，M が飽和しないものが存在す

る．このとき，

S =

{
a ∈ A

∣∣∣∣∣ u から始まるある交互

道が a で終わる

}
,

T =

{
b ∈ B

∣∣∣∣∣ u から始まるある交互

道が b で終わる

}

とする．以上の設定において，|T | = |S|−1が

成り立つことを証明せよ．

3. 以上の設定において，|N(S)| ≤ |T |が成り立
つことを証明せよ．これにより，|N(S)| < |S|
が結論され，Hallの定理の証明が終了する．

復習問題 12.3 Kőnig–Egerváryの定理は「任意の

二部グラフG = (V,E)において，Gのあるマッチン

グM ⊆ E と Gのある頂点被覆 C ⊆ V が存在して，

|M | = |C|となる」ことを主張している．以下の手順
にしたがって，Kőnig–Egerváryの定理を証明せよ．

1. グラフGの部集合をA,Bとして，CをGの最

小頂点被覆とする．行いたいことは，Cを用い

て，|M | = |C|を満たすGのマッチングMを構

成することである．頂点集合 (A∩C)∪(B−C)

が誘導する Gの部分グラフを H ′ とする．こ

のとき，H ′がA∩C を飽和するマッチングを

持つことを証明せよ．

2. 頂点集合 (A−C)∩ (B∩C)が誘導するGの部

分グラフをH ′′とする．このとき，H ′′がB∩C
を飽和するマッチングを持つことを証明せよ．

3. Gが |M | = |C|を満たすマッチングM を持つ

ことを証明せよ．

復習問題 12.4 4× 4の盤面における四目並べでは，

後手が必ず引き分けに持ち込めるような戦略が存在

する．それを証明せよ．

追加問題 12.5 無向グラフ G = (V,E)が二部グラ

フであるための必要十分条件は，Gが長さ奇数の閉

路を誘導部分グラフとして含まないことである．こ

れを証明せよ．

追加問題 12.6 二部グラフ G = (V,E)のすべての

頂点の次数が同じであるとする．このとき，Gは完

全マッチングを持つことを証明せよ．

追加問題 12.7 二部グラフG = (V,E)の辺数をm

とし，最大次数を ∆ ≥ 1とする．Kőnig–Egerváry

の定理を用いて，Gが辺数m/∆以上のマッチング

を持つことを証明せよ．
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