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後半の内容

.. 後半の内容

この講義はアルゴリズムの設計と理論的解析に関するもの
.
後半の目標
..

......

次の理解
I アルゴリズムの設計 (問題解決手法)

I アルゴリズムの解析 (理論的保証)

特に，現実世界に現れうる付帯条件を考慮したアルゴリズムを扱う
I 時間，資源，コスト，...

.
学習目標
..

......

I 解決すべき問題に対して，様々な付帯条件 (時間，資源，コスト) を
考慮したアルゴリズム設計ができるようになる

I 設計したアルゴリズムの振舞いを理論的・数学的に解析できるよう
になる
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後半の内容

.. スケジュール

..8 困難な問題に対処するアルゴリズム設計 (6月 11日)

..9 近似アルゴリズム 1：貪欲法 (6月 18日)

..10 近似アルゴリズム 2：局所探索法 (6月 18日)

..11 厳密アルゴリズム 1：分枝限定法 (6月 25日)

..12 厳密アルゴリズム 2：前処理による問題の縮小 (6月 25日)

..13 乱択アルゴリズム 1：乱択による高速化 (7月 2日)

..14 乱択アルゴリズム 2：乱択による近似 (7月 2日)
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後半の内容

.. 情報

教員
I 岡本 吉央 (おかもと よしお)

I E-mail: okamotoy@jaist.ac.jp

I Web: http://www.jaist.ac.jp/˜okamotoy/

講義資料
I Web: http://www.jaist.ac.jp/˜okamotoy/lect/2011/advalgo/

I 講義当日の朝 6時までに，ここに置かれる
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後半の内容

.. 評価

期末試験による
I 出題形式

I 浅野教授と岡本の担当分で異なる
I 岡本担当分：3問中 2問選択

I 配点：岡本担当分が 50点，1問 25点
I 出題範囲：講義資料と演習問題
I 時間：90分 (浅野教授担当分，岡本担当分を合わせて)

I 持ち込み：A4用紙 1枚分 (裏表書き込み) のみ可
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現実問題に対するアルゴリズム設計

..1 現実問題に対するアルゴリズム設計

..2 彩色問題：例として
厳密に解きたい場合
とにかく解が欲しい場合

..3 今日のまとめ
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現実問題に対するアルゴリズム設計

.. アルゴリズムとは

.
アルゴリズムがすること (簡単に言うと)
..

......

I データを受け取り (入力)

I それを処理し (処理)

I 結果を返す (出力)

algorithm

processinput output

.
アルゴリズムに要求されること
..

......

I どんな入力に対しても (入力の普遍性)

I 高速に処理し (処理の高速性)

I 正しい結果を返す (出力の正当性)
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現実問題に対するアルゴリズム設計

.. 要求項目のトレードオフ

.
あちらをたてれば，こちらがたたず...
..

......

I どんな入力に対しても正しい結果を返さなければならない
⇒ 処理の高速化に限界があるかもしれない

I 正しい結果を高速に返さなければならない
⇒ すべてのデータを処理できないかもしれない

I どんな入力に対しても高速に処理をしなければならない
⇒ 正しい結果を返せないかもしれない

計算理論的には「NP困難性」などの枠組で議論される
.
直観的な言い方
..

......

問題が NP困難⇒

その問題に対して前ページの
「3つの要求」をすべて満たす
アルゴリズムは存在しないと
思われている
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現実問題に対するアルゴリズム設計

.. 現実世界の付帯条件

.
スケジューリングのような問題にも様々
..

......

I 中学校の時間割作成
教員数 30名程度，学級数 15程度，1年に 1回作成

I 銀行 ATMの現金補充計画作成
ATM数 200個程度，拠点数 20個程度，1年に 1回程度作成

I 看護師の勤務表作成
看護師数 25名程度，3交替制，1ヵ月に 1回作成
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現実問題に対するアルゴリズム設計

.. 考察

.
状況に応じて，次は変わる
..

......

I 問題の規模
I 問題の特殊さ
I 計算にかけられる時間
I 解の質

.
状況に応じて，アルゴリズムも変わる
..

......

I 問題が特殊 ⇒ 特殊な問題にのみ動くアルゴリズム
I 計算時間が長くてもよい ⇒ 厳密なアルゴリズム
I 解の質が悪くてもよい ⇒ 近似的なアルゴリズム
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現実問題に対するアルゴリズム設計

.. アルゴリズムとは (再掲)

.
アルゴリズムがすること (簡単に言うと)
..

......

I データを受け取り (入力)

I それを処理し (処理)

I 結果を返す (出力)

algorithm

processinput output

.
アルゴリズムに要求されること
..

......

I どんな入力に対しても (入力の普遍性)

I 高速に処理し (処理の高速性)

I 正しい結果を返す (出力の正当性)

この 3つの要求を緩和できる場合がある
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現実問題に対するアルゴリズム設計

.. 緩和の仕方 (1)：「入力の普遍性」の緩和

.
アルゴリズムに要求されること
..

......

I どんな入力に対しても (入力の普遍性)

I 高速に処理し (処理の高速性)

I 正しい結果を返す (出力の正当性)

algorithm

processinput output

.
「入力の普遍性」の緩和
..

......

I 一部の入力に対して (入力の普遍性の緩和)

I 高速に処理し (処理の高速性)

I 正しい結果を返す (出力の正当性)
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現実問題に対するアルゴリズム設計

.. 緩和の仕方 (2)：「処理の高速性」の緩和

.
アルゴリズムに要求されること
..

......

I どんな入力に対しても (入力の普遍性)

I 高速に処理し (処理の高速性)

I 正しい結果を返す (出力の正当性)

algorithm

processinput output

.
「処理の高速性」の緩和
..

......

I どんな入力に対しても (入力の普遍性)

I ある程度の速さで処理し (処理の高速性の緩和)

I 正しい結果を返す (出力の正当性)
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現実問題に対するアルゴリズム設計

.. 緩和の仕方 (3)：「出力の正当性」の緩和

.
アルゴリズムに要求されること
..

......

I どんな入力に対しても (入力の普遍性)

I 高速に処理し (処理の高速性)

I 正しい結果を返す (出力の正当性)

algorithm

processinput output

.
「処理の高速性」の緩和
..

......

I どんな入力に対しても (入力の普遍性)

I 高速に処理し (処理の高速性)

I 近似的な結果を返す (出力の正当性の緩和)
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彩色問題：例として

..1 現実問題に対するアルゴリズム設計

..2 彩色問題：例として
厳密に解きたい場合
とにかく解が欲しい場合

..3 今日のまとめ
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彩色問題：例として

.. 彩色問題

.
彩色問題
..

......

I 入力：無向グラフ G = (V ,E )

I 出力：G の彩色
I 目的：使用する色数の最小化

G の彩色：G の頂点への色の割当で，各辺の両端点の色が異なるもの

彩色である 彩色ではない
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彩色問題：例として

.. 彩色問題が現れる場面 (1)：時間割作成

Subjects

ClassesA B C D

Math Sci P.E. History

A B C D

1 Math P.E. Sci History
2 Sci History Math P.E.
3 P.E. Sci History Math
4 History Math P.E. Sci
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彩色問題：例として

.. 彩色問題が現れる場面 (2)：ジョブスケジューリング

J1

J2

J3

J4

J5

J6

J7 J8

J9

J10

J11

J12

J12

J1 J2

J6

J7

J9

J10

J8 J11J4 J5

J3
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彩色問題：例として

.. 彩色問題が現れる場面 (3)：レジスタ割当

1: A = 2

2: B = 3

3: B = B + 2

4: C = A + 1

5: A = C + 3

6: D = 4

7: D = C + 2

8: C = 3

1

2

3

4

5

6

7

8

A
B

C

D

A

B

C

D

1: R1 = 2

2: R2 = 3

3: R2 = R2 + 2

4: R2 = R1 + 1

5: R1 = R2 + 3

6: R1 = 4

7: R1 = R2 + 2

8: R2 = 3
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彩色問題：例として

.. 彩色問題が現れる場面 (4)：移動体通信における周波数割当
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彩色問題：例として

.. 彩色問題は NP困難

.
事実 (Karp ’72)
..
......彩色問題は NP困難

つまり，
.
帰結
..

......

彩色問題に対して
I どんな入力に対しても (入力の普遍性)

I 高速に処理し (処理の高速性)

I 正しい結果を返す (出力の正当性)

アルゴリズムは存在しないと思われている
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彩色問題：例として

.. この講義で見ていくこと

I 「妥協」をするようなアルゴリズムをどのように設計するか
I そのようなアルゴリズムの理論的解析をどのようにするか
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彩色問題：例として 厳密に解きたい場合

.. 厳密に解きたい場合

.
次の判定問題を考える
..
......与えられた無向グラフ G と自然数 k に対して，「G は k 色で塗れるか」

I k = 2のとき，答えは No

I k = 3のとき，答えは Yes

I k = 4のとき，答えは Yes
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彩色問題：例として 厳密に解きたい場合

.. 厳密に解きたい場合：単純なアルゴリズム 1

I 頂点への色の割り当て方をすべて試す
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彩色問題：例として 厳密に解きたい場合

.. 厳密に解きたい場合：単純なアルゴリズム 1 (すべて試した)

I 試す色の割り当て方の総数 = kn (nはグラフの頂点数)
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彩色問題：例として 厳密に解きたい場合

.. 厳密に解きたい場合：少し賢いアルゴリズム 2

..1 G の全域木 (全張木) を 1つ見つける

..2 それに沿って色を割り当てる
I 木の深さ優先探索順に色を割り当て
I 頂点に色を割り当てるときはその親と違う色を割り当てる
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彩色問題：例として 厳密に解きたい場合

.. 厳密に解きたい場合：少し賢いアルゴリズム 2
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彩色問題：例として 厳密に解きたい場合

.. 厳密に解きたい場合：少し賢いアルゴリズム 2 (すべて試した)

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

I 試す色の割り当て方の総数 = k(k − 1)n−1 (nはグラフの頂点数)
I 根以外の頂点には，その親の色を割り当てないから
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彩色問題：例として 厳密に解きたい場合

.. 単純なアルゴリズム 1と少し賢いアルゴリズム 2の違い (1)

試す色の割り当て方の総数 (n = 10のとき)

k アルゴリズム 1 アルゴリズム 2

2 1,024 2
3 59,049 1,536
4 1,048,576 78,732
5 9,765,625 1,310,720
6 60,466,176 11,718,750
7 282,475,249 70,543,872
8 1,073,741,824 322,828,856
9 3,486,784,401 1,207,959,552
10 10,000,000,000 3,874,204,890
11 25,937,424,601 11,000,000,000
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彩色問題：例として 厳密に解きたい場合

.. 単純なアルゴリズム 1と少し賢いアルゴリズム 2の違い (2)

試す色の割り当て方の総数 (k = 9のとき)

n アルゴリズム 1 アルゴリズム 2

2 81 72
3 729 576
4 6,561 4,608
5 59,049 36,864
6 531,441 294,912
7 4,782,969 2,359,296
8 43,046,721 18,874,368
9 387,420,489 150,994,944
10 3,486,784,401 1,207,959,552
11 31,381,059,609 9,663,676,416
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. とにかく解が欲しい場合：貪欲アルゴリズム 3

I 頂点を任意の順序で 1つずつ塗る
I その頂点の隣接点の色と違い，既に使った色の中で
最も早く使った色で塗る

I 既に使った色で塗れない場合は，新しい色で塗る

実行例

()
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 貪欲アルゴリズム 3の性能

.
定理 1
..

......

任意の無向グラフ G = (V ,E )と V 上の任意の頂点順序に対して，

貪欲アルゴリズム 3が費やす色数 ALG ≤ ∆(G ) + 1

.
定義：次数，最大次数
..

......

I 無向グラフG における頂点 v の次数 d(v) とは，v に接続する辺の数
I 無向グラフ G の最大次数 ∆(G ) とは，その頂点の次数の最大値

2

3

3

3
3

3

3

∆(G ) = 3
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 貪欲アルゴリズム 3の性能：証明

使う色に 1, 2, . . . ,∆(G ) + 1というラベルを付けておく (と都合がよい)

I 任意の頂点 v に色を塗るときのことを考える
I v の隣接頂点とは違う色を v に塗る
I v の隣接頂点に使われる色の数 ≤ d(v) (次数)

I ∴ v を塗るために必要な色は 1, 2, . . . , d(v) + 1 の中にある
I ∴ どの頂点も 1, 2, . . . ,∆(G ) + 1 の中の色で塗れる(∵ d(v) ≤ ∆(G ))
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 周波数割当と単位円グラフ

.
定義：単位円グラフ
..

......

単位円グラフとは次のようにして構成できる無向グラフ G

I G の各頂点は平面上の単位円に対応
I G の各辺は 2つの交わる単位円に対応

.
事実 (Clark, Colbourn, Johnson ’90)
..
......単位円グラフに対する彩色問題は NP困難
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 単位円グラフと貪欲アルゴリズム

.
定理 2 (Marathe et al. 1994)
..

......

任意の単位円グラフ G = (V ,E )と任意の頂点順序に対して，

貪欲アルゴリズム 3が費やす色数 ALG ≤ 6 · OPT− 5

ただし，OPTは G の彩色における最小色数

この定理はアルゴリズムの出力の相対誤差に対して理論的保証を与える∣∣∣∣ALG− OPT

OPT

∣∣∣∣ ≤ 5− 5

OPT
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 単位円グラフと貪欲アルゴリズム：証明 (1)

I ALG ≤ ∆(G ) + 1 (∵ 定理 1)

.
今から示すこと
..

......
OPT ≥ ∆(G )

6
+ 1

これが示せたと仮定すると...

I ∆(G ) ≤ 6OPT− 6

I ∴ ALG ≤ ∆(G ) + 1 ≤ 6OPT− 5
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 単位円グラフと貪欲アルゴリズム：証明 (2)

.
今から示すこと (再掲)
..

......
OPT ≥ ∆(G )

6
+ 1

I 任意の彩色を考える
I 最大次数の頂点 v を見る

(v の隣接頂点数 = ∆(G ))

I v の隣接頂点の中で，
同じ色を持つものの数 ≤ 6

I ∵ v に対応する円の周りを
60度ずつ区切ったとき，
同じ扇に中心を持つ円は
同じ色で塗れない

岡本 吉央 (JAIST) I482F 実践的アルゴリズム特論 (8) 2011-06-11 37 / 46



彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 単位円グラフと貪欲アルゴリズム：証明 (2)

.
今から示すこと (再掲)
..

......
OPT ≥ ∆(G )

6
+ 1

I 任意の彩色を考える
I 最大次数の頂点 v を見る

(v の隣接頂点数 = ∆(G ))

I v の隣接頂点の中で，
同じ色を持つものの数 ≤ 6

I ∵ v に対応する円の周りを
60度ずつ区切ったとき，
同じ扇に中心を持つ円は
同じ色で塗れない

岡本 吉央 (JAIST) I482F 実践的アルゴリズム特論 (8) 2011-06-11 37 / 46



彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 単位円グラフと貪欲アルゴリズム：証明 (3)

.
今から示すこと (再掲)
..

......
OPT ≥ ∆(G )

6
+ 1

I ∴ v の隣接頂点全体に使われる色数 ≥ ∆(G )/6

I ∴ v も含めて使われる色数 ≥ ∆(G )/6 + 1

I ∴ この彩色の色数 ≥ ∆(G )/6 + 1

I ∴ 最小色数 ≥ ∆(G )/6 + 1 (∵ 彩色の任意性)
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 貪欲アルゴリズムは便利

.
貪欲アルゴリズムの柔軟さ
..

......

I 頂点順序は何でもよい
I 頂点順序によっては，色数の少ない彩色が得られるかもしれない

1
2

3
4

5

6

7

1

2

34
7

5

6
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. ジョブスケジューリングと区間グラフ

.
定義：区間グラフ
..

......

区間グラフとは次のようにして構成できる無向グラフ G

I G の各頂点は数直線上の閉区間に対応
I G の各辺は 2つの交わる区間に対応

2

4

5

6

7
1 2

6

7

5

3

1

3

4
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 区間グラフと貪欲アルゴリズム：頂点順序

I 頂点に対応する区間の左端を見て，
それを左から順にならべた順序を考える

2

4

5

6

7
1 2

6

7

5

3

1

3

4
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 区間グラフと貪欲アルゴリズム：性能解析 (1)

.
定理 3
..

......

任意の区間グラフに対して，前ページの規則で定めた順序で貪欲アルゴ
リズムを実行すると，色数最小の彩色が得られる

証明：使用した色が 1, 2, . . . , k であるとする
I 観察：数直線上の 1点 x を含む区間の数 ≤ 最小色数
I I を色 kで塗られた頂点に対応する区間とする．その左端を y とする
I y を含む区間の数 ≤ 最小色数
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5

6

7
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6

7
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1
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彩色問題：例として とにかく解が欲しい場合

.. 区間グラフと貪欲アルゴリズム：性能解析 (2)

.
主張
..
......y を含む区間の数 = k

主張の証明
I I と交わり，I の左端よりも左端が左にある区間に対応する頂点は

1, 2, ..., k − 1で塗られている
(∵ I に対応する頂点が色 k で塗られた)

I それらは全部 y を含む
I ∴ そのような区間の数 = k − 1
I ∴ y を含む区間の数 = k

2

4

5

6

7
1 2
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7
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今日のまとめ

.. 今日のまとめ

.
アルゴリズムに要求されること と その緩和
..

......

I どんな入力に対しても (入力の普遍性)

I 高速に処理し (処理の高速性)

I 正しい結果を返す (出力の正当性)

この 3つの要求を緩和できる場合がある

.
例としての彩色問題
..

......

I 厳密に解くアルゴリズム
I 少しの工夫で計算量の改善

I とにかく解を得るアルゴリズム
I 理論的解析が可能である
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今日のまとめ
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