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有限距離空間の離散幾何学とアルゴリズム 岡本 吉央

凡例： (∗) 推奨； (−) 易； (+) 難

以下の問題において，「最適化問題 inf{f(x) | x ∈ Ω}が線形計画問題であることを示せ」というものは，講
義で示した形式に最適化問題を書き直すことができること，すなわち線形計画問題の場合では，ある自然数

n′,m′と実ベクトル a′1, . . . , a
′
m′ , c′ ∈ Rn′

，実数 b′1, . . . , b
′
m′ ∈ Rに対して，inf{f(x) | x ∈ Ω} = inf{c′⊤x′ |

a′ix
′ = b′i, i ∈ {1, . . . ,m′}, x′ ≥ 0} と書けることを意味する．ただし，m′, n′, a′1, . . . , a

′
m′ , c′, b′1, . . . , b

′
m′ が

簡単に計算できるものほど望ましい．「半正定値計画問題であることを示せ」についても同様である．

演習問題 1 (∗) 次の最適化問題 inf{c⊤x | a⊤i x ≥ bi, i ∈ {1, . . . ,m}} が線形計画問題であることを示せ．
ただし，ai ∈ Rn (i ∈ {1, . . . ,m}), bi ∈ R (i ∈ {1, . . . ,m}), c ∈ Rn とする．

演習問題 2 (∗) 次の最適化問題 inf{∥x∥∞ | a⊤i x = bi, i ∈ {1, . . . ,m}, x ≥ 0} が線形計画問題であること
を示せ．ただし，ai ∈ Rn (i ∈ {1, . . . ,m}), bi ∈ R (i ∈ {1, . . . ,m}) とする．

演習問題 3 (∗)線形計画問題 inf{c⊤x | a⊤i x = bi, i ∈ {1, . . . ,m}, x ≥ 0}の双対問題が線形計画問題であるこ

とを示せ．ただし，双対問題とは sup

{
m∑
i=1

biyi

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

yiai + s = c, s ≥ 0

}
であり，ai ∈ Rn (i ∈ {1, . . . ,m}),

bi ∈ R (i ∈ {1, . . . ,m}), c ∈ Rn とする．

演習問題 4 (−) 線形計画問題が半正定値計画問題であることを示せ．

演習問題 5 (−) 次の最適化問題 inf{C •X | a⊤i Xai = bi, i ∈ {1, . . . ,m}, X ≽ O} が半正定値計画問題で
あることを示せ．ただし，ai ∈ Rn (i ∈ {1, . . . ,m}), bi ∈ R (i ∈ {1, . . . ,m}), C ∈ Rn×n とする．

演習問題 6 (+) 次の最適化問題 inf{c⊤x | x⊤Qix + a⊤i x + γi = bi, i ∈ {1, . . . ,m}, x ≥ 0} が半正定
値計画問題であることを示せ．ただし，Qi は対称半正定値行列である (i ∈ {1, . . . ,m}) とし，ai ∈ Rn

(i ∈ {1, . . . ,m})，bi ∈ R (i ∈ {1, . . . ,m})，c ∈ Rnとする．ヒント：Qiの対称半正定値性からQi = RiR
⊤
i

という分解が可能であることを利用してみよ．

演習問題 7 (∗)

1. 2つの対称半正定値行列X,Y ∈ Rn×n に対して，X • Y ≥ 0が成り立つことを示せ．

2. 半正定値計画問題の弱双対定理を証明せよ．

演習問題 8 (−) 半正定値計画問題 inf

{
x

∣∣∣∣∣
(
x 1

1 y

)
≽ O

}
は (−∞でも +∞でもない) 最適値を持つが，

最適解は持たないことを示せ．

演習問題 9 (−) 半正定値計画問題 inf

x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


2x 2 0 0

2 x 0 0

0 0 2 x

0 0 x 1

 ≽ O

 を解いてみよ．最適値と最適解は何だ
ろうか？



演習問題 10 行列X ∈ R(2n−1)×(2n−1) を

X =



x1 − 2 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0

0 1 x1 · · · 0 0 · · · 0 0

0 x1 x2 · · · 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1 xi · · · 0 0

0 0 0 · · · xi xi+1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 0 0 · · · 1 xn−1

0 0 0 · · · 0 0 · · · xn−1 xn


で定義する．このとき，半正定値計画問題 inf{xn | X ≽ O}を解いてみよ．最適値と最適解は何だろうか？
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