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� はじめに

最適化とは，与えられた集合に属する点の中で与
えられた関数を最小化 �あるいは最大化� するものを
計算する問題，また，その問題を対象とする研究分
野である．組合せ最適化は上記の「与えられた集合」
が離散的または組合せ構造を持つ最適化である．本
稿では組合せ最適化の理論的研究をアルゴリズム理
論と計算量理論の視点から概観し，特に「三次元描
像」を提案する．これは組合せ最適化理論の研究者
が暗に持っているものであるが，本稿ではそれを陽
に示したい．

� 問題駆動型研究とアルゴリズム駆動型研究

非常に荒く不正確な �しかし直感的な� 言い方を
すると，計算とは与えられた入力を処理し，処理結
果を出力することであり，アルゴリズムとは与えら
れた問題を解く処理手続きのことである．組合せ最
適化問題を解くアルゴリズムへの要求は

・どんな入力に対しても �入力の普遍性�

・高速な処理によって �処理の高速性�

・正しい出力を行なう �出力の正当性�

ということである．ここで「処理の高速性」をアル
ゴリズム理論や計算量理論では「多項式時間での処
理」とする．これは������ 	
�，����� 	���，���
	��� に始まる考え方とされているが，多項式時間で
処理が可能かどうかは今までに提案されている多く
の計算モデル �例えば，������機械，ランダムアク
セス機械，�計算など� が共有している性質であり，
その意味で頑健な概念である．

組合せ最適化アルゴリズム設計においては，解きた
い問題があり，その問題の構造を見ることでアルゴリ

ズム設計指針を得て，その指針に従ってアルゴリズム
を設計・解析する問題駆動 ��������������� 型研究
と，一般的なアルゴリズム設計指針を提案し，それを
個別の問題に適用するアルゴリズム駆動 �����������

������型研究が存在する．実際の研究では問題駆動
的視点とアルゴリズム駆動的視点を併用しているが，
このような違いを意識することは重要である．
本稿の立場は「問題駆動」であり，問題駆動型研

究では様々な問題を構造に従って分類する．問題を
分類するという視点は計算量理論的であり，問題駆
動型研究において計算量理論の知見が重要な役割を
果たしている．

� 例とする組合せ最適化問題

本稿で扱う �つの組合せ最適化問題はどれも無向
グラフに関わるものである．以後，入力として与え
られる無向グラフの頂点数を常に �で表す．
・最小頂点被覆問題：無向グラフの頂点被覆 ������ 

!����� とは頂点部分集合 �で任意の辺に対してそれ
に接続する � の頂点が存在するもののことである．
頂点被覆を含む頂点部分集合も頂点被覆である．最
小頂点被覆問題 �������� ����� !���� ��������と
は与えられた無向グラフの頂点被覆の中で要素数が
最小のものを見つける問題である．
・最大独立集合問題：無向グラフの独立集合 �����

������ ���� とは頂点部分集合 � で � の任意の �点
が辺で結ばれていないもののことである．集合 �が
頂点被覆であることと，� の補集合がそのグラフの
独立集合であることは同値である．最大独立集合問
題 ��� ���� ��������� ��� �������� とは与え
られた無向グラフの独立集合の中で要素数が最大の
ものを見つける問題である．



・最大マッチング問題：無向グラフのマッチング
����!����� とは辺部分集合 � で� の任意の �辺
�� � がどの頂点も共有しないもののことである．最
大マッチング問題 ��� ���� ���!���� ��������と
は与えられた無向グラフのマッチングの中で要素数
が最大のものを見つける問題である．

・最小彩色問題：無向グラフの 	彩色 �	�!��������と
は頂点への �から 	までの整数によるラベル付けで
任意の辺 �の両端点が異なるラベルを持つものであ
る．ラベルのことを色とも呼ぶ．	彩色は 	"�彩色
でもあることに注意する．最小彩色問題 ��������

!������� ��������とは与えられた無向グラフに対し
て 	の値を最小にする 	彩色を見つける問題である．

� 多項式時間可解性と��困難性

本節では上記 �問題に対して「どんな入力に対
しても高速な処理で正しい出力を行なう」ようなア
ルゴリズムが存在するか見ていく．そのようなアル
ゴリズムは普通の意味での多項式時間アルゴリズム
����#����������� ���������� であるが，それが存在
することを示すためには，実際に設計する直接的方
法と存在だけを示す間接的方法がある．

上記 �問題の中で最大マッチング問題に対しては
����� 	��� が直接的方法で存在を示した．彼の研
究は「よい特徴づけ」���� !����!����$������という
概念や多面体的組合せ論 ����#����� !����������!��

の創始とされ，組合せ最適化理論の歴史の中で重要
な研究として位置づけられている 	%%�．

最大マッチング問題以外の %問題については多項
式時間アルゴリズムが知られておらず，多くの研究
者はそのようなアルゴリズムが存在しないと予想し
ている．それは「あるもっともらしい計算量理論的な
仮定の下でアルゴリズムは存在しない」といった傍証
を与える形の結果である．&��� 	�%�は最小頂点被覆
問題，最大独立集合問題，最小彩色問題が��困難
�'(����� な問題であることを証明した．'(困難
な問題に対しては ( �) '(という仮定の下で多項式
時間アルゴリズムが存在しないことが知られている．
多くの研究者は ( �) '(が正しいと予想しているの
で，問題が '(困難であることを証明することで多
項式時間アルゴリズムの非存在性の証明の代わりと
しているのが現状である �しかし，( ) '(や他の状
況を考える研究者がいないわけではない 	�*��．'(

困難性に関する古典的な教科書は+���# , -������

の本 	��� であり，詳細はそちらを参照のこと．

� ��困難性への挑戦��つのアプローチ

前節の内容から，最小頂点被覆問題，最大独立集
合問題，最小彩色問題に対して「どんな入力に対し
ても高速な処理で正しい出力を行なう」アルゴリズ
ムが存在しなそうであることが分かった．しかし，現
実世界ではそのような問題に対しても何らかの「解」
を得る必要がある．そのためには理想的な「どんな
入力に対しても高速な処理で正しい出力を行なう」
ことを諦めて，何かを妥協する必要がある �( ) '(

の証明を試みるアプローチもあるがここでは考えな
い�．計算は入力・処理・出力の %要素から構成される
ので，それぞれを個別に妥協することを考えて，'(

困難問題に対して次の %つのアプローチを考える．
・制限アプローチ �������!���� ������!��：「入力」を
妥協し，「一部の入力に対して高速な処理で正しい出
力を行なう」ことを目標とする．
・厳密アプローチ �� �!� ������!��：「処理」を妥協
し，「どんな入力に対してもある程度の速さで正しい
出力を行なう」ことを目標とする．
・近似アプローチ ������ ������� ������!��：「出力」
を妥協し，「どんな入力に対しても高速な処理で近似
的な出力を行なう」ことを目標とする．
以下の%つの節ではこれらのアプローチに基づいて

どのような理論的研究が成されているかを概観する．

	 制限アプローチ：入力の普遍性を妥協

制限アプローチでは「一部の入力に対して高速な
処理で正しい出力を行なう」アルゴリズムを考える
が，より小さな制限でこの目標が達成できれば理想
に近くなる．したがって，入力をどう制限すればこ
れが可能か明確にすることが理論の目的である．
まず最小彩色問題を考える．最小彩色問題の入力

グラフの最適値が �以下かどうかはグラフに辺があ
るか調べれば分かる．辺がなければ �であり，辺が
あれば �以上である．よって，最適値が �以下の入力
に制限されれば最小彩色問題は多項式時間で解ける．
では最適値が �以下に制限される場合はどうだろう
か．実は，その場合はグラフ探索を用いて最小彩色
問題を多項式時間で解ける．しかし，最適値が %以
下に制限される場合で既に &��� 	�%� は最小彩色問
題が'(困難になることを示している．すなわち「最
適値が 	以下である入力に制限する」とき 	の値に
よって多項式時間アルゴリズムが存在するか'(困難
であるか鮮明に分離される．このような言明は二分
定理 ��!�����# �������� と呼ばれ，.!���/�� 	%*�



が一般化充足可能性問題 ���������$� �����0������#

��������に対して同様な定理を証明したときに初め
て用いた呼び方である．

最小彩色問題について �最適値の上界を用いた� 制
限アプローチがどこまで有効か完全に分かった．で
は，残りの �問題はどうなのだろうか．

最小頂点被覆問題の入力として与えられる無向グ
ラフに要素数 	の頂点被覆�が存在すると仮定する．
� は要素数 	の頂点部分集合をすべて見ることで発
見でき，要素数 	の部分集合の総数は

��
�

�
) 1����

で，各部分集合が頂点被覆かどうかは多項式時間で確
認できるので，計算量は1������#����となる．した
がって，	が定数 �1���� ならば最小頂点被覆問題は
多項式時間で解ける．しかし，よりよい以下の方法が
ある．任意の辺 �を見る．�は �の両端点の中の一方
を要素として必ず含まなければならない．どちらか一
方を選び，選んだ頂点に接続する辺をすべて除去し，
残ったグラフで同様に任意の辺を見てその両端点の
一方を選ぶことを繰り返す．この方針で再帰アルゴ
リズムが得られ，その再帰木の分枝係数 �����!����

/�!���� は �で高さは1�	�である �最適値が 	以下と
仮定したから�．ゆえに，計算量は 1���������#����

となり，	 ) 1������のとき多項式となる．これは
2������� 	%�� のアルゴリズムである．

では，	 ) 
���� ��の場合はどうだろうか．この
場合には以下のような困難性の結果が知られている
	*3 4�．���� ) 
���� ��を満たす任意の �に対して最
適値が1������以下である入力に制限した最小頂点
被覆問題が多項式時間で解けることと2	�� ) 5(�と
なることは同値である．計算量クラス2	��や5(�は
パラメータ化計算量理論 �����������$� !����� ��#

�����#� の概念である．詳細は 5��� , +����の本
	�%� を参照のこと．研究者は2	�� �) 5(�を予想し
ていて，	が 
���� ��の場合に最小頂点被覆問題は
多項式時間で解けないと考えている．すなわち，最小
頂点被覆問題について最適値の上界が 6������であ
る場合に多項式時間で解けるかどうかの境界がある．

次に，最大独立集合問題を考えるが，これは最大
化問題なので最適値の下界を扱う．最小頂点被覆問
題と同様の手法で，最適値が1���以上の入力に制限
された最大独立集合問題は多項式時間で解ける．し
かし，7�8��# , 5����8� 	9� は ���� ) 
���を満た
す任意の � に対して最適値が :������以上である入
力に制限した最大独立集合問題が多項式時間で解け
ることと;	�� ) 5(�が同値であることを示した．

再び;	��はパラメータ化計算量理論における概念で
あり，研究者は;	�� �) 5(�であると予想している．
すなわち，最大独立集合問題に対して境界が 6���に
あることになる．
まとめると，最適値の上界 �または下界� を制限し

た入力に対して問題が多項式時間で解けるかどうか
の境界は最小彩色問題に対して �と %の間，最大独
立集合問題に対して 6���，最小頂点被覆問題に対し
て6���� ��と問題により異なる．
補足するが，入力の制限法は最適値の上界・下界

によるものだけではない．例えば，グラフの構造的
パラメータ �最大次数，木幅，種数など� やグラフの
構造的特徴 �平面性，区間性，理想性など� による制
限もあり，制限法により得られる結果は異なる．前
者を含めた固定パラメータ・アルゴリズムの設計技
法は '���������の本 	%��，後者は +������!の本
	�
� を参照のこと．

では，どんな問題のどんな入力の制限法に対して
も上記のような二分法があるのだろうか．実はそう
ならないことの傍証を <���� 	�4�が与えている．す
なわち，( �) '(ならば，'(完全でもなく，多項式
時間でも解けないような '(の問題が存在する．そ
のような問題は二分法の図式から外れる．


 厳密アプローチ：処理の高速性を妥協

厳密アプローチでは「どんな入力に対してもある
程度の速さで正しい出力を行なう」アルゴリズムを
考えるが，できる限り速い処理でこれが達成できれ
ば理想に近くなる．したがって，計算量をどこまで
小さくできるか明確にすることが理論の目的である．

まずは最大独立集合問題を考える．制限アプロー
チのときと同様に，独立集合は頂点部分集合なの
で最大独立集合問題が 1������#���� 時間で解ける
ことはすぐに分かる．ここからどれだけ速くできる
かが論点である．=����� 	%�� は複雑な分枝縮小法
�����!��������!�� と記憶化 ������$������ を用
いて 1��������#���� 時間のアルゴリズムを設計し
た．ここで ���� � ���49�� であり，�� と ���� の比
は ����� � ��
4�>� である．すなわち，自明なアル
ゴリズムに比べて =�����のアルゴリズムはおよそ
��
4�>�倍 �すなわち指数関数倍� 速く，大きく改善
されたことが分かる．これが最大独立集合問題に対
して知られている現在最速アルゴリズムである．
最大独立集合の補集合は最小頂点被覆なので，最

適解を求める限りはこの �つの問題に違いがない �制



限・近似アプローチでは違いがあるので注意�．よっ
て，最小頂点被覆問題に対しても=�����のアルゴリ
ズムにより1��������#����時間で最適解が得られる．

最小彩色問題はどうだろうか．最適値の自明な上
界は�なので，各頂点に�色の中の �つを与えてそれ
が彩色であるかを確認していけば最適解が見つかる．
色の与え方の場合の数は ��なので，このアルゴリズ
ムの計算量は1������#����となる．この自明なアル
ゴリズムよりも速いものを <�8��� 	�9� は与えた．彼
のアルゴリズムは部分集合縦断動的計画法 �#����!

����������� �!���� ��� �������� により，計算量は
1���" �

�
%�����#����である．ここで�" �

�
% � �����%

である．これを皮切りに最小彩色問題に対するアルゴ
リズムの改良が進み，現在最速アルゴリズムは包除原
理 ���!�������� !������ ����!�����による?@A��B���3

C��/��� , &������� 	%� の1������#����時間アルゴ
リズムである．高速指数時間アルゴリズムの設計技
法については;�������� 	%>� を参照のこと．
では，限界の方はどうなのだろうか．例えば，これ

らの問題に対して 1��
�
��時間アルゴリズムは作れ

るのだろうか．��������$$�3 (����� , D��� 	�9� は
指数時間仮説 �� ��������� ���� �#��������3 ��C�

を提案し，これら %つの問題のどれかが �����時間で
解けることと指数時間仮説が正しくないことの同値
性を証明した�．指数時間仮説とは「%充足可能性問
題を �����時間で解くアルゴリズムは存在しない」と
いう仮説である．( �) '(予想は「%充足可能性問
題を ���#���時間で解くアルゴリズムは存在しない」
という言明と同値なので，指数時間仮説が正しけれ
ば ( �) '(も正しい．また，制限アプローチの節で
述べた2	�� �) 5(�という予想が指数時間仮説と同
値であることを ��������$$�3 (����� , D��� 	�9� は
示している．つまり，研究者は指数時間仮説が正し
いと考えている．

� 近似アプローチ：出力の正当性を妥協

近似アプローチでは「どんな入力に対しても高速
な処理で近似的な出力を行なう」アルゴリズムを考
えるが，できる限り誤差の小さい近似が達成できれ
ば理想に近くなる．したがって，近似誤差をどこまで
小さくできるか明確にすることが理論の目的となる．

その前に近似の意味を明確にする．様々な近似概
念が提案されているが，ここでは最も一般的な近似

�この節で登場する ����は本来 ������でないといけないが，
��� の定義も億劫なので，区別しないことにする．����参照．

比 ������ ������� /�!���� を導入する．最大化問題
に対するアルゴリズム �の近似比が  であるとは，
任意の入力に対して �の出力値が最適値の 倍で下
から抑えられることである．また，最小化問題に対
するアルゴリズム �の近似比が であるとは，任意
の入力に対して最適値が �の出力値の 倍で下から
抑えられることである．どちらの場合も  � �であ
り， ) �であればそのアルゴリズムは理想的な �常
に最適解を出力する� アルゴリズムである．すなわ
ち，が �に近いアルゴリズムほどよい．近似比が 

のアルゴリズムを 近似アルゴリズムと呼ぶ．

まず，最小頂点被覆問題を考える．この問題には
以下のように簡単な多項式時間 ���近似アルゴリズ
ムが存在する．まず，入力グラフの極大マッチング
�それを真に含む任意の辺部分集合がマッチングにな
らないような集合� を任意に選ぶ．そして，極大マッ
チングの各辺の両端点をすべて集めた集合を出力す
る．この出力が頂点被覆になることはマッチングの
極大性の帰結であり，近似比が ���となることは任
意の無向グラフにおいて任意のマッチングの要素数
が任意の頂点被覆の要素数以下であることから従う．
面白いことに，このアルゴリズムが知られている現
在最良の近似比を持つ多項式時間アルゴリズムであ
る �&���B����� 	��� の ��� " 6���

�
��� ��近似アル

ゴリズムは近似比が ���のとき ���に収束する�．

近似にも限界がある．7���� , .�/�� 	>� は ( �)
'(ならば最小頂点被覆問題に対する ��>%*�近似多
項式時間アルゴリズムが存在しないことを証明した．
彼らの結果は確率的検査可能証明 �������������!���#

!��!B���� ����/�と呼ばれる概念とそれを用いた '(

の特徴づけである (�(定理 	�� を用いている．しか
し，���と ��>%*�の間にはまだギャップがある．こ
のギャップを埋めるために &��� 	��� の一意ゲーム
予想 ����E�� ����� !��@�!����� を用いたのが &���

, =���� 	�
� であり，彼らは一意ゲーム予想が正し
いならば，最小頂点被覆問題に対する近似比が �F�

よりもよい定数の多項式時間アルゴリズムが存在し
ないことを証明した．一意ゲーム予想は (�(定理
よりも強い言明を予想している．一意ゲーム予想や
(�(定理に関する最近の動向は &���のサーベイ記
事 	�*� を参照のこと．よって，最小頂点被覆問題の
近似比に対して ���が境界である．

他の問題はどうだろうか．最大独立集合問題に
ついて ?������ , C���G������ 	�� は :����� ����

近似多項式時間アルゴリズムを与え，H����3 <��3



2��8���3 .���3 , .$���# 	�� は ( �) '( なら
ば ������ 近似多項式時間アルゴリズムが存在しな
いような定数 � � � の存在を証明した．また，仮
定を '( �) D(( に強めたとき，CI���� 	�4� は任
意の定数 � � � に対して ������ 近似多項式時間
アルゴリズムが存在しないことを証明した．そし
て，更に仮定を '( �� D(��2�����	�
 ��	�
 	�
 �������

に強めたとき ����������� , C������� 	��� は
��������� 近似多項式時間アルゴリズムが存在しな
いような関数 ���� ) 1���

�
��� ��� �� の存在を証

明した．?������ , C���G������ 	�� の近似比は
:����� ���� ) �������	�
 	�
 �� 	�
 �� なので，�����

������� , C�������の結果とギャップがあることが
分かる．近似不可能性に関わる仮定の強弱について
は -������の記事 	��� が詳しい．

最小彩色問題についても同様な結果が知られてい
る．現在最良の近似アルゴリズムはC���G������ 	�>�

により，限界については最大独立集合問題と同じ %

つの仮定の下でそれぞれ <�� , J����B�B�� 	%��，
5���� , &����� 	���，����������� , C������� 	���

によって結果が得られている．最小彩色問題に対し
ても最大独立集合問題と同様のギャップがある．

本節の議論に関して近似アルゴリズムの教科書 	�3

%
� は既に若干古いが，未だに重宝する．

� 組合せ最適化理論の三次元描像

ここまで制限アプローチ，厳密アプローチ，近似
アプローチの概略を見た．どのアプローチにも共通
することは妥協をしても結局限界があるということ
である．しかし，その限界を前にしてまた諦めるわ
けにもいかないので，その解決策として更に妥協す
ることを考える．例えば，最小頂点被覆問題につい
て「1��

�
����#����時間 ��%近似アルゴリズムの存

在」や「最適値が1����� ��に制限された入力に対し
て多項式時間で %��近似を達成すること」が否定さ
れてはいない．類似の質問がいくらでも考えられる
ので，見通しをよくするために次のような三次元描
像 ����������������� ���8� を考える．

考える最適化問題を �つ固定し，三次元空間の非
負象限を思い浮かべ，空間の各点は �つの状況を表
す．原点は「理想的状況」で「どんな入力に対しても
高速な処理で正しい出力を行なう」ことを表す．非
負象限において原点から遠い点ほど理想的状況から
遠い状況を表し，妥協の度合いも大きくなる．そし
て，その状況が達成可能かどうかを色で表す．達成可

能ならば赤，達成不可能ならば青で塗ることにする．
例えば最小頂点被覆問題に対して理想的状況は達成
できないのでその三次元描像では原点を青く塗る．

では �軸を「入力軸」として �座標が大きくなる
ほど制限が小さな状況に対応させる．同様に �軸は
「処理軸」であるとして �座標が大きくなるほど計算
量が大きな状況に対応させる．また �軸は「出力軸」
であり，� 座標が大きくなるほど近似比が小さい状
況に対応させる．そのとき，非負象限の �点 ��� �� ��

は「制限の仕方が �の入力に対して計算量 �で近似
比 �の出力を行なう」という状況に対応する．これ
が達成不可能ならば ��� �� ��を青く塗り，可能なら
ば赤く塗る．これによって三次元空間の非負象限の
各点が青色か赤色で塗られ，青く塗られた点全体の
集合 �達成不可能領域と呼ぼう� が達成不可能な状況
を表し，赤く塗られた点全体の集合 �達成可能領域
と呼ぼう� が達成可能な状況を表すことになる．こ
れが三次元描像である．

この描像によって様々な質問に対する統一的な視
点が得られる．まず，前節までの %アプローチが三次
元描像上のどこに対応するか見ると，入力を妥協す
る制限アプローチで考えた状況は処理と出力に妥協
がないので�軸上の点に対応する．同様に，処理のみ
を妥協する厳密アプローチは �軸上の点，出力のみを
妥協する近似アプローチは �軸上の点に対応する．そ
して本節の始めに挙げた例を見ると「1��

�
����#����

時間 ��%近似アルゴリズムの存在」は ��平面上のあ
る点に対応する状況，「最適値が 1����� ��に制限さ
れた入力に対して多項式時間で %��近似を達成する
こと」は ��平面上のある点に対応する状況を調べれ
ば分かる．

また，三次元描像を思い描くことで様々な研究問
題を見つけられる．組合せ最適化問題を �つ固定し
たときに，三次元描像のどの点についてその色 �赤か
青か� が分かっていないのかを明確にし，青であって
もそれがどのような計算量理論的仮定に基づいて証
明されているかを関係付けられるようになる．例え
ば，いままで一意ゲーム予想は近似アプローチに関
する不可能性の証明に用いられ，指数時間仮説は厳
密アプローチに関する不可能性の証明に用いられて
いたが，一意ゲーム予想から厳密アプローチに関す
る不可能性を導出することはできるのだろうか．様々
な問題が手付かずのまま残されていることが分かる．

本稿で考えた計算量は最悪時計算量であった．し
かし，平均時計算量についても同様な議論ができ，別



の三次元描像が得られるだろう．また，本稿で考え
たアルゴリズムはすべて決定性アルゴリズムであっ
た．もし乱択アルゴリズム �乱数使用アルゴリズム�

について同様な議論を行なうならば，「使用ランダム
ビット数」というランダム性に関する軸を付け加え
るといよいだろう．いずれにせよ，本発表の三次元
描像を変更することで様々な計算モデル，コストモ
デルに対応できるはずである．
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